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Introduzione

I cristalli liquidi sono fasi intermedie tra quella isotropa e quella cristallina e per
questo motivo sono anche dette mesofasi. Le loro proprietà fisiche risultano essere
intermedie rispetto a quelle dei liquidi e dei cristalli: presentano caratteristiche liquide
in almeno una direzione e sono caratterizzati da un’ordine orientazionale. Gli oggetti
che manifestano una fase liquido cristallina posseggono tipicamente un’anisotropia
conformazionale, ad esempio un’elongazione maggiore lungo una direzione. Tra i
numerosi materiali, organici e non, che presentano un comportamento di questo tipo,
a partire dagli anni ’50 sono stati condotti diversi esperimenti per studiare le fasi
liquido cristalline delle strutture basate sul DNA. Lo sviluppo delle nanostrutture di
DNA ha reso possibile la costruzione di oggetti di varie forme e dimensioni. Questo
è risultato fondamentale nello studio delle fasi liquido cristalline del DNA e sulle
sue interazioni. Benché le fasi liquido cristalline di particelle basate sul DNA sono
state soggette ad ampio studio negli ultimi decenni, sono numerose le scoperte
recenti in questo ambito. Ad esempio, infatti, solo recentemente è stata scoperta la
possibilità di ottenere una fase smettica in sospensioni di frammenti di DNA [56].
Questi risultati dimostrano la versatilità e le potenzialità del DNA come base nella
costruzione di strutture più complesse e di cristalli liquidi.
L’obbiettivo che si prefigge questa tesi è il calcolo delle equazioni di stato e la
caratterizzazione delle fasi liquido cristalline caratteristiche di nanomattoncini di
DNA, con la possibilità, inoltre, di un confronto con dati sperimentali ottenuti nel
laboratorio del Forschungszentrum di Jülich. In particolare, in questo lavoro vengono
modellizzati dei mattoncini nanometrici interagenti fra loro tramite volume escluso e,
in alcuni casi, tramite interazioni idrofobiche tipiche dei duplex di DNA. Le particelle
utilizzate, quindi, consistono in parallelepipedi duri dotate di siti attrattivi (detti
patch nel seguito). Per fare ciò è stato sviluppato un programma in C++ capace di
eseguire simulazioni Monte Carlo.
Il testo della tesi è stato suddiviso nei seguenti capitoli:

• Nel primo capitolo viene descritta la conformazione del DNA, introdotti i vari
tipi di nanostrutture basate sul DNA ed esposto il comportamento liquido
cristallino dei duplex.

• Il secondo è interamente dedicato alla spiegazione del metodo Monte Carlo e
dell’algoritmo Metropolis in vari ensemble.

• Nel terzo capitolo vengono descritti i modelli utilizzati e diversi dettagli delle
simulazioni, come l’algoritmo di sovrapposizione dei parallelepipedi o il calcolo
dell’energia.
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• Nel quarto capitolo vengono esposte le principali fasi liquido cristalline, i metodi
utilizzati per distinguerle (parametri d’ordine e funzione di distribuzione a
coppie) e la teoria delle transizioni di fase. Inoltre, vengono mostrati i risultati
di studi precedenti su modelli simili a quello utilizzato in questa trattazione.

• Il quinto contiene i risultati ottenuti per i casi studiati, confrontandoli con i
dati derivanti dagli esperimenti di laboratorio.

Infine, vengono riassunte le principali conclusioni e trattati gli accorgimenti che
possono essere sviluppati per eseguire ulteriori analisi. Questa tesi, quindi, ha lo
scopo di studiare dal punto di vista teorico e computazionale il comportamento
liquido cristallino di queste particelle.



3

Capitolo 1

Colloidi di DNA

La fabbricazione di nanostrutture può utilizzare due approcci differenti: "top-down"
e "bottom-up". Nel primo, una struttura più grande viene ridotta alla taglia voluta
tramite strumenti esterni, ad esempio, utilizzando la fotolitografia. Tuttavia, questo
metodo presenta diverse limitazioni, come la necessità di lavorare ad alto vuoto
o la risoluzione massima che tipicamente corrisponde a 10 nm [27]. Negli ultimi
decenni, invece, è stata mostrata la versatilità della strategia "bottom-up", o auto-
assemblaggio, ovvero la costruzione di strutture nanometriche in assenza, o quasi, di
un controllo esterno [35], avendo come vantaggio principale la possibilità di sintesi
parallela. In particolare, il DNA è diventato uno dei principali linker molecolari
e dei mattoncini base su cui costruire nanostrutture, grazie alla sua specificità di
legame, stabilità termodinamica e alla velocità di sintesi [63]. In questo capitolo
ne verrà descritta la struttura, molecolare e tridimensionale, e verranno mostrate
diverse tipologie di nanostrutture a DNA. Infine, verrà illustrata la caratteristica del
DNA a comportarsi come cristallo liquido, una mesofase fra il liquido e il solido.

1.1 Struttura primaria del DNA
Il DNA e l’RNA sono acidi nucleici costituiti da una catena di unità chiamate
nucleotidi. Quest’ultimi sono costituiti da tre elementi: uno zucchero pentoso, una
base azotata e uno, o più, gruppi fosfato [3]. Lo zucchero pentoso presente nel DNA
è il deossiribosio, che differisce dal ribosio, caratteristica dell’RNA, dalla mancanza
del gruppo OH in posizione 2′ (figura 1.1 A). Le basi azotate si possono dividere
in due gruppi: le purine, di cui fanno parte l’adenina e la guanina (A e G), e le
pirimidine, la citosina, timina e uracile (C, T e U) (figura 1.1 B).

La differenza fra la timina, presente nel DNA, e l’uracile, presente nell’RNA,
è l’assenza in quest’ultimo di un gruppo metilico (CH3) in posizione 5 dell’anello.
Quando una base è legata alla posizione 1 di uno zucchero pentoso, tramite un
particolare legame covalente chiamato glicosidico, si forma il cosiddetto nucleoside.
Infine, se legato ad esso troviamo uno o più gruppi fosfato (PO3−

4 ), la molecola che
si viene a formare è chiamata nucleotide (figura 1.2 A). Per la polimerizzazione
degli acidi nucleici, i nucleotidi utilizzati hanno tre gruppi fosfato in posizione 5′
dello zucchero (figura 1.2 A). Tuttavia, come si può vedere nella figura 1.2 (B), lo
scheletro della molecola è costituito da un’alternanza di zuccheri e gruppi fosfato,
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Figura 1.1. A: a sinistra la struttura del ribosio, presente nell’RNA, mentre a destra il
deossiribosio, presente nel DNA. B: rappresentazione delle basi azotate presenti negli
acidi nucleici. La timina è presente nel DNA mentre l’uracile nell’RNA. Immagine B
modificata da [77].

ottenendo, quindi, una catena di nucleositi monofosfato. Infatti, durante il processo
di formazione della catena nucleotidica si assiste alla perdita di un pirofosfato, due
gruppi fosfato legati fra loro [58]. Ogni gruppo fosfato forma un legame, chiamato
fosfodiesterico, con il carbonio 5′ dello zucchero successivo e con il 3′ di quello
precedente. Ciò conferisce una polarità intrinseca alla catena polinucleotidica che
presenterà, quindi, due diverse estremità, una con il carbonio 3′ libero e l’altra con
il carbonio 5′ non impegnato nel legame.

Figura 1.2. A: raffigurazione di un nucleotide monofosfato. B: rappresentazione dello
scheletro di DNA. Immagine B modificata da [77].

1.1.1 Struttura secondaria del DNA

Durante i primi anni ’50 vennero utilizzate diverse tecniche per capire la struttura
tridimensionale del DNA. Tra queste, molte già perfezionate per lo studio delle
proteine, è stato fondamentale l’apporto della diffrazione a raggi X, tramite la quale
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si poterono stabilire diverse proprietà fisiche del DNA. Sono stati ipotizzati diversi
modelli, come ad esempio quello di Pauling del 1952 che prevedeva tre eliche di
zucchero-fosfato intrecciate con le basi sporgenti verso l’esterno, i quali, tuttavia,
risultarono errati. Solamente nel 1953, utilizzando i dati di diffrazione prodotti dalla
ricercatrice Rosalind Franklin, James Watson e Francis Crick riuscirono a capirne la
struttura ad elica e a calcolarne i parametri. Il modello che proposero consisteva
in una doppia elica con le basi disposte all’interno, legate fra loro seguendo una
semplice regola: l’adenina si lega con la timina mentre la citosina con la guanina
(figura 1.3).

Figura 1.3. Rappresentazione schematica del modello proposto da Watson e Crick.
Immagine modificata da [70].

In questo modo si poteva spiegare il diametro quasi costante del DNA e la regola
di Chargaff, secondo la quale il numero di basi A è uguale a quello di T mentre
quello di C è uguale a quello di G. Il DNA risulta, nella sua forma più comune in
vivo chiamata B, una doppia elica destrorsa di due catene antiparallele, ovvero con
polarità opposte l’una rispetto all’altra, con le basi poste perpendicolarmente ad
essa. Il DNA ha un diametro di circa 20 Å, compie un giro completo (giro d’elica)
ogni 34 Å e dunque, dato che le coppie di basi sono in media distanti fra loro 3.4
Å, sono presenti circa 10 coppie di basi per ogni giro. A causa dell’asimmetria dei
legami fra le basi e gli zuccheri dell’impalcatura, si vengono a creare due solchi di
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dimensioni diverse: il primo, detto maggiore, di 22 Å, e uno minore, di 12 Å. Le basi
interagiscono fra loro tramite legami a idrogeno, ovvero un’interazione attrattiva fra
un atomo di idrogeno di una molecola X-H, con X più elettronegativo di H, e un
atomo, o un gruppo di atomi, nel quale si può notare una formazione evidente di un
legame [5]. Data la conformazione geometrica delle basi, G e C formano tre legami
mentre A e T due (figura 1.4).

Figura 1.4. Rappresentazione dei legami fra le basi azotate. Come si può notare, A e T
formano due legami ad idrogeno mentre G e C tre. Immagine modificata da [77].

1.1.2 Stabilità del DNA

Dato il ruolo di portatore dell’informazione genica del DNA, è importante che i
nucleotidi siano legati fra loro tramite legami covalenti, ovvero molto forti. Tuttavia,
le due catene, o strands, devono essere tenute assieme tramite forze deboli, in modo
tale da permettere l’apertura della doppia elica durante la lettura e la replicazione
del DNA [7]. Le forze che tengono unite le due catene del DNA sono principalmente
due: l’appaiamento fra basi (base pairing) e l’impilamento (base stacking). La
prima, come è stato già detto precedentemente, corrisponde ai legami a idrogeno
che si instaurano fra le basi azotate e risulta irrilevante alla stabilità del sistema
[73]. Infatti, da un’analisi dell’energia libera, risulta che l’appaiamento C•G abbia
un’influenza quasi nulla (energia libera di Gibbs circa 0) mentre A•T sia addirittura
sfavorevole (energia libera positiva), portando una destabilizzazione della doppia
elica. Tuttavia, le coppie che non seguono le regole di appaiamento di Watson e
Crick, le cosiddette non-WC pairs, risultano comunque più sfavorite, stabilendo,
quindi, che l’appaiamento fra basi contribuisca solamente alla specificità di legame
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(figura 1.5 A). La seconda forza in esame, l’impilamento delle basi, risulta essere
il principale fattore che tiene unite le due catene polinucleotidiche (figura 1.5 B).
Questa forza è dovuta principalmente a effetti di solvatazione in quanto le basi,
essendo idrofobiche, tendono a sovrapporsi per minimizzare il contatto con l’acqua
[25].

Figura 1.5. Contributi all’energia libera dovuti all’appaiamento fra basi e all’impilamento:
in rosso il contributo per paia di basi (pb) dovuto al legame A•T mentre in blu la coppia
G•C. A: il grafico dell’energia libera dovuta al legame a idrogeno non mostra dipendenza
dalla temperatura. B: l’impilamento favorisce sempre la formazione del duplex (doppia
elica), con una forte dipendenza dalla temperatura. Immagine modificata da [73].

1.2 Nanostrutture a DNA
Nel 1982 Seeman, ispirato alle giunzioni Hollyday presenti in natura, propose l’utilizzo
di strutture a sei rami per formare geometrie tridimensionali, introducendo così
la "structural DNA nanotechnology" [61]. Utilizzando la ligazione "sticky-ended",
dove le estremità dei bracci di questa struttura terminano con un singolo filamento
formando un sito di legame, Seeman ipotizzò di costruire oggetti più complessi [60],
con addirittura l’inserzione di macromolecole all’interno del reticolo, risolvendone il
problema della cristallizzazione [63] (figura 1.6).

Effettivamente, il DNA ha molte proprietà che lo rendono un perfetto materiale
da cui partire per costruire strutture più complesse. Innanzitutto, la sua grandezza
permette di costruire oggetti nella scala del nanometro. Inoltre, le interazioni fra
diversi blocchi sono predicibili, utilizzando l’appaiamento di Watson e Crick, con
la possibilità di creare siti di attrazione specifici, ovvero gli stiky-ends di Seeman.
Un’altra proprietà del DNA è quella di risultare sia rigido che flessibile allo stesso
tempo: un tratto da 50 nm si comporta come un’asta rigida mentre alle giunzioni
ha la possibilità di piegarsi in modo da tollerare piccole deformazioni e adattarsi
a strutture non perfette. Infine, le catene nucleotidiche sono facili da realizzare
e purificare in maniera automatizzata e la presenza di enzimi capaci di ligare o
modificare, anche sito-specificamente, il DNA rendono la sua manipolazione molto
vantaggiosa [36]. Sono principalmente due i metodi di costruzione di nanostrutture
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Figura 1.6. Struttura ideata da Seeman (esempio in 2D): quattro catene polinucleotidiche
si uniscono a formare una giunzione. L’estremità a è complementare ad a’ in modo
da avere specificità di legame, analogamente per b e b’. In questo modo più elementi
possono andare a unirsi e formare strutture bidimensionali. Immagine modificata da
[36].

a DNA: il primo è basato sulla costruzione di mattonelle, tiles in inglese, le quali
si assemblano a formare una struttura più complessa, mentre il secondo, chiamato
DNA origami, prevede il ripiegamento su se stesso di un lungo filamento.

1.2.1 DNA tiles

La struttura ideata da Seeman era il primo esempio di "DNA-tile", nel quale diversi
singoli filamenti (ssDNA) vengono costruiti appositamente per unirsi a formare un
"building block", elemento di partenza dal quale costruire, tramite self-assembly,
oggetti più complessi. Successivamente, Seeman riuscì a costruire giunzioni con 5,
6, 8 e 12 bracci, dimostrando la possibilità di costruire strutture ramificate [29].
Inizialmente tuttavia, non era possibile utilizzare questo metodo per la costruzione
di oggetti complessi a causa dell’elevata flessibilità strutturale. Per risolvere questo
problema, Seeman nel 1996 propose l’utilizzo di strutture basate sul doppio cross-over
(DX), o triplo cross-over (TX), per rendere i componenti più rigidi [59] (figura 1.7).

Grazie a questo metodo si riuscirono a costruire diverse strutture, tra cui pattern
2D (lattice), nastri, tubi, poliedri tridimensionali, cristalli di DNA e oggetti complessi
con diverse cavità poligonali. Questo approccio "multistranded" aveva degli svantaggi
evidenti, come ad esempio la necessità di un controllo attento della stechiometria e
la purificazione dei blocchi, portando a errori di assemblaggio e tempi lunghi [55].
Nel 2012 Wei et al. risolsero questi problemi utilizzando dei ssDNA, riuscendo a
costruire diverse forme in 2D, molto più complesse delle precedenti [71]. A differenza
dei tile multistrand, i quali si uniscono a formare una struttura compatta con diversi
siti di interazione, questi consistono nella concatenazione di sticky ends a formare un
filamento da 42 basi. Nello stesso anno, Ke et al. [33] perfezionarono questo metodo
a "DNA brick" (mattoncino): una catena di 32 nucleotidi (NT), divisa in 4 domini
consecutivi da 8 NT (figura 1.8). La forma acquisita dalla catena è quella di due
eliche antiparallele da 16 NT unite da un legame fosfato. I due domini adiacenti al
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Figura 1.7. Esempi di strutture su cui basare i tile per il self-assembly: doppio cross-over
(DX) e triplo cross-over (TX). Immagine modificata da [7].

legame fosfato sono chiamati testa, i restanti coda. In questo modo, un brick con
la coda con sequenza a può legarsi a un altro mattoncino con una testa con una
sequenza di tipo a∗, sua complementare, unendosi fra loro formando un angolo di
90◦. Utilizzando questo metodo sono riusciti a costruire 102 diverse strutture 3D,
ampliando enormemente le potenzialità dei mattoncini di DNA.

Figura 1.8. Composizione e funzionamento di un DNA brick. A: il ssDNA viene diviso in
quattro domini, il primo e il quarto formano la coda mentre il secondo e il terzo formano
la testa. B: il mattoncino è composto da due eliche antiparallele. Questo, unito ad una
struttura complementare, forma un angolo di 90 gradi. Immagine modificata da [33].

1.2.2 DNA origami

Il secondo metodo di costruzione di nanostrutture a DNA è chiamato DNA origami.
Introdotto da Rothemund nel 2006 [53], una singola lunga catena, chiamata scaffold,
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viene piegata su se stessa con l’aiuto di centinaia di piccoli oligonucleotidi, chiamati
staple (graffetta) (figura 1.9).

Figura 1.9. Confronto fra due metodi di costruzione di nanostrutture a DNA. A: approccio
"multistranded", diverse catene si uniscono a formare una struttura più complessa.
B: DNA origami, un singolo filamento viene ripiegato tramite diversi oligonucleotidi.
Immagine modificata da [55].

Anche se precedentemente era già stato utilizzato un metodo simile [65], il
risultato di Rothemund fu quello più sorprendente, ripiegando su se stesso un singolo
filamento da 7 kilobasi (kb) utilizzando 200 staple strands. Nel suo articolo originale,
Rothemund riuscì a ottenere diverse strutture planari (2D): da figure geometriche,
quali triangoli o quadrati, fino a esempi più complessi, come una faccina sorridente.
Unendo fra loro diverse superfici tramite ulteriori legami è possibile ottenere anche
strutture 3D con una cavità interna, ad esempio una scatola con il coperchio la cui
apertura è controllabile [4]. Questi "single-layer" origami avevano lo svantaggio di
essere poco resistenti a sforzi meccanici, per questo motivo vennero sviluppati metodi
per costruire strutture con più strati di DNA. Nel primo esempio, sviluppato da
Douglas [19], un filamento viene ripiegato su se stesso tramite diversi staple strands,
formando delle eliche antiparallele densamente impacchettate, unite fra loro tramite
cross-over, con un pattern esagonale. Facendo ciò, la struttura che viene a formarsi
è molto più robusta e stabile, comportando, tuttavia, un tempo di assemblaggio
molto maggiore. Il secondo metodo, chiamato wireframe, riprende il concetto ideato
da Seeman nel 1991 [62]: partendo da una struttura planare, un singolo strand di
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DNA viene ripiegato su se stesso a formare una figura tridimensionale. In questo
modo vengono costruiti oggetti con un volume e superficie elevati rispetto al numero
di basi utilizzate.

Figura 1.10. Panoramica dei tipi di nanostrutture a DNA. A: diversi filamenti si uniscono a
formare un mattoncino dotato di sticky ends, in modo da formare strutture più complesse.
B: i mattoncini consistono direttamente in singoli strand di DNA. C: metodo del DNA
origami, un lungo filamento viene ripiegato su se stesso tramite piccoli oligonucleotidi a
formare dei lattice, 2D o 3D, oppure oggetti poligonali (wireframe origami). Immagine
modificata da [69].

1.3 Cristalli liquidi di DNA
I materiali nei quali si ha un debole, seppur presente, ordinamento e, di conseguenza,
la mancanza dell’ordine tridimensionale a lungo raggio caratteristico dei sistemi
cristallini, vengono chiamati soffici. Inoltre, in questi materiali l’energia cinetica
molecolare a temperatura ambiente è comparabile con kBT [26]. Infine, l’energia
necessaria a deformarne la superficie è molto minore di quella di un cristallo, da cui il
nome "soffice" [24]. Fanno parte di questo tipo materiali come i colloidi, i tensioattivi,
i cristalli liquidi, alcuni materiali biologici e polimeri fusi o in soluzione. I colloidi,
in particolare, hanno come caratteristica principale l’essere di grandezza fra 1 nm e
1 µm, molto più grandi del solvente ma abbastanza piccoli da rimanere dispersi nel
fluido, contro la forza di gravità [22]. Le doppie eliche di DNA in soluzione sono un
esempio di materiale colloidale presentando, a causa della loro anisotropia, delle fasi
liquido cristalline. I cristalli liquidi (LC) sono uno stato della materia nella quale si
ha un parziale ordinamento posizionale e orientazionale, una mesofase fra un liquido
isotropo e una fase cristallina [7]. Questo stato e le fasi caratteristiche verranno
descritte dettagliatamente nel paragrafo 4.1. Negli anni ’50 e ’60, diversi studi su
lunghe catene di DNA in vitro identificarono due fasi principali [39, 52]:
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1. colesterica, o chirale nematica (N∗), nella quale le molecole si allineano lungo
una direzione, chiamato asse nematico n̂, senza un ordinamento posizionale a
lungo raggio. Tuttavia, a causa della chiralità del DNA, guardando il sistema
nella direzione perpendicolare, si può notare che la direzione dell’asse n̂ segue
una spirale (figura 1.11 A).

2. colonnare (COL), nella quale le molecole si allineano a formare un reticolo 2D,
mantenendo la libertà di scorrere fra loro lungo la direzione perpendicolare
(figura 1.11 B).

Figura 1.11. A: rappresentazione della fase colesterica. Ogni strato ha un asse nematico il
quale ruota al variare del piano. B: rappresentazione della fase colonnare, in questo caso
presentando un reticolo esagonale. Immagini modificate da [37] e [38] rispettivamente.

Una serie di esperimenti più recenti ha dimostrato che dsDNA e dsRNA (dove
ds sta per double stranded, ovvero doppio filamento) di lunghezza fra le 4 e le 20
pb, chiamati nDNA (nano-DNA), presentano fasi nematiche e colonnari ad alte
concentrazioni [45]. Questa evidenza è in contrasto con le simulazioni di sferocilindri
duri di lunghezza L e diametro D [40, 9], le quali mostrano fasi liquido cristalline
solo se è soddisfatto L/D > 4. È stato ipotizzato che questo comportamento sia
dovuto all’effetto di stacking fra due nDNA i quali, impilandosi, formano delle
catene lunghe abbastanza da rispettare il criterio. Una situazione analoga si ha
con dei nDNA dotati di sticky-ends complementari. L’effetto di impilamento può
essere mitigato con l’inclusione di sticky-ends non complementari, non ottenendo fasi
liquido cristalline (figura 1.12 A). Prendendo, invece, un set di strand complementari
e uno di strand non complementari, si possono ottenere domini nei quali si osservano
fasi liquido cristalline [45]. È stato osservato, inoltre, che raffreddando un mix di
single-stranded nDNA, gli oligomeri complementari formano delle doppie eliche,
creando domini di cristalli liquidi separati dagli strands non accoppiati [75] (figura
1.13).
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Figura 1.12. A: due strand si uniscono a formare un nDNA. Nel caso di completa
complementarità si possono avere nDNA con o senza sticky-ends, ottenendo fasi liquido
cristalline. Nel caso in cui, invece, la complementarità non è completa, l’interazione di
impilamento non è abbastanza forte da creare aggregazione. B: rappresentazione delle
due fasi osservate in nDNA, colesterica e colonnare. Modificate da [7] e [75].

Figura 1.13. Rappresentazione di ssDNA i quali, unendosi, formano dei domini di cristalli
liquidi separati da oligomeri non accoppiati. Immagine modificata da [75].
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Capitolo 2

Monte Carlo

I metodi Monte Carlo (MC) sono una classe di algoritmi computazionali basati sul
campionamento casuale ripetuto mirati all’approssimazione di un’incognita. Alcuni
esempi di questo metodo risalgono a ben prima del ventesimo secolo: nel 1777 il
naturalista Buffon inventò un procedimento per approssimare il valore di π lanciando
in maniera casuale un ago su una griglia di linee parallele e contando il numero di
volte in cui l’ago intersecava una linea [28]. Il metodo Monte Carlo venne inizialmente
sviluppato da von Neumann, Ulam e Metropolis alla fine degli anni ’40 con lo scopo di
studiare la diffusione dei neutroni all’interno di un materiale fissile [2]. Il nome Monte
Carlo, coniato da Metropolis nel 1947, rappresenta perfettamente l’uso massiccio
di numeri randomici di questo metodo e diventò il titolo dell’articolo del 1949 nel
quale, assieme ad Ulam, esposero la loro idea [43]. In questo manoscritto, presero
come esempio il problema di calcolare il volume di una regione venti-dimensionale,
confinata, ad esempio, in un ipercubo unitario, definita da un set di disuguaglianze:

f1(x1, · · · , x20) < 0 ; · · · ; f20(x1, · · · , x20) < 0 (2.1)

Per farlo, si dovrebbe suddividere ogni coordinata in dieci parti e valutare quali dei
1020 punti soddisfano le disuguaglianze. Tuttavia, questo metodo risulta computa-
zionalmente molto dispendioso. Per questo motivo, Metropolis e Ulam proposero di
utilizzare 104 punti distribuiti casualmente in modo da avere una stima del volume
che risulta, con grande probabilità, molto accurata, e permettendo di diminuire di
molto il peso computazionale. Nello studio numerico di un sistema di N particelle
si devono svolgere, durante il calcolo delle medie delle osservabili, degli integrali
multidimensionali, corrispondenti ai gradi di libertà dello spazio delle fasi. Ad
esempio, nel caso dell’ensemble canonico si ha:

〈A〉 =
∫
dpNdrN A(pN , rN ) e−βH(pN , rN )∫

dpNdrN e−βH(pN , rN ) (2.2)

dove β = 1
kBT

e H(pN , rN ) è l’Hamiltoniana del sistema, data dalla somma dell’e-
nergia cinetica e dell’interazione fra le particelle H(pN , rN ) = U(rN ) +K(pN ) [23].
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Dal momento che K è in forma quadratica, l’integrazione sui momenti è risolvibile
analiticamente. La difficoltà nel calcolo delle medie di funzioni A(rN ), a meno di
rari esempi di cui si conosce la soluzione analitica, ha richiesto lo sviluppo di tecniche
numeriche sempre più efficienti e precise.

L’idea di fondo del metodo Monte Carlo è, quindi, la ripetizione di un esperimento
numerose volte, o per un tempo sufficientemente lungo, affinché le quantità ottenute
convergano quasi certamente al valore vero grazie alla legge forte dei grandi numeri
[34]. In questo capitolo verranno trattati diversi metodi Monte Carlo per valutare
integrali multidimensionali e per il calcolo delle quantità medie di nostro interesse.

2.1 Random Sampling (Brute Force Monte Carlo)
L’esempio che fecero Metropolis e Ulam nell’articolo del 1949 consiste nel più semplice
metodo Monte Carlo, chiamato Random Sampling o Brute Force MC. Supponiamo
di voler valutare l’integrale in una dimensione:

I =
∫ b

a
dx f(x) (2.3)

Questo può essere riscritto come:

I = (b− a) 〈f(x)〉 , (2.4)

dove 〈f(x)〉 è il valore medio di f(x) nell’intervallo [a, b] il quale viene calcolato
prendendo un numero L grande di punti distribuiti casualmente e uniformemente
nell’intervallo. In questo modo, si ottiene una stima di I la quale, grazie alla legge
forte dei grandi numeri, tenderà al valore effettivo quando L → ∞, con varianza
σ2 ∝ 1/L:

IL = (b−a)
L

∑L
i=1 f(xi)

IL
L→∞−−−−→ I

(2.5)

Uno degli obbiettivi dei vari algoritimi Monte Carlo è proprio quello di diminuire
la varianza [67].

2.1.1 Hit and miss

Come primo esempio, consideriamo la stima del valore di π tramite il calcolo dell’area
di un cerchio unitario centrato nell’origine e inscritto in un quadrato di lato 2 (figura
2.1). Viene generato un set di numeri casuali nel quadrato OABC (x ∈ [0, 1] e
y ∈ [0, 1]) e valutata la funzione:
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f(x, y) =
{

1 se x2 + y2 6 R

0 altrimenti
(2.6)

Quindi, generando L di coordinate, ovvero 2L numeri casuali, otteniamo una stima
dell’area del cerchio e, conseguentemente, di π:

π ≈ 4 Area sotto la curvaCA

Area del quadratoOABC
= 4

∑L
i=1 f(xi)
L

(2.7)

Figura 2.1. Rappresentazione del metodo Hit and Miss MC per il calcolo del valore di π.
Viene generato un numero L di coordinate casuali e calcolata la funzione (2.6). In verde
sono raffigurati i punti all’interno del cerchio, in rosso i restanti.

2.1.2 Volume escluso

In maniera del tutto analoga al primo esempio, è possibile calcolare il volume escluso
di una particella, definito come il volume inaccessibile a causa della presenza di
un’altra particella. Consideriamo, ad esempio, il caso di due sfere di diametro σ
(raggio R = σ/2) con potenziale duro:

U(r1, r2) =
{
∞ se |r1 − r2| < σ

0 altrimenti
(2.8)
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Poniamo una delle due sfere nell’origine in modo da ottenere U(r1, r2) = U(r). Il
volume escluso sarà dato da:

V olume escluso = −F (r) =
∫
dr
(
1− e−βU(r)

)
(2.9)

Possiamo risolvere questo integrale utilizzando il metodo Monte Carlo: una seconda
sfera viene generata L volte in un punto casuale di un quadrato con lato 4R e
calcolata la quantità

f(r) = e−βU(r) − 1 =
{
−1 se le sfere si toccano

0 altrimenti
(2.10)

Otteniamo in questo modo una stima del volume escluso:

V olume escluso = −(4R)3

L

∑
i

fi(r) (2.11)

Nel caso di sfere dure il valore analitico è noto
(

4π
3 (2R)3

)
, tuttavia per oggetti più

complicati questo metodo risulta molto efficiente. Nel paragrafo 3.8 verrà calcolato il
volume escluso del nostro sistema: un parallelepipedo a corpo duro di lati (2, 4, 16).

2.2 Importance Sampling
Il Random Sampling Monte Carlo utilizza variabili casuali uniformemente distribuite
in un intervallo per il calcolo di un integrale. Tuttavia, negli integrali di nostro
interesse, come ad esempio in (2.2), la maggior parte del tempo computazionale
viene utilizzato per calcolare punti per i quali la funzione integranda è trascurabile
[23]. La soluzione consiste nel campionare più punti dove quest’ultima porta ad un
contributo importante mentre estrarne di meno da regioni nelle quali si avrebbe
un esito trascurabile. Questo approccio, chiamato Importance Sampling, è stato
introdotto nel 1953 da Metropolis et al. [42]. Consideriamo di voler calcolare
l’integrale (2.3) campionando i punti distribuiti secondo una densità di probabilità
w(x) nell’intervallo [a, b] (a = 0 e b = 1 per comodità):

{
w(x) > 0∫
dx w(x) = 1

(2.12)

Possiamo riscrivere l’integrale come:
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I =
∫ 1

0
dx w(x) f(x)

w(x) (2.13)

e, assumendo di sapere che w(x) è la derivata di un’altra funzione u(x) (non negativa
e non decrescente) con u(0) = 0 e u(1) = 1 (ovvero w(x) normalizzata), possiamo
fare un cambio di coordinate

I =
∫ 1

0
du

f(x(u))
w(x(u)) (2.14)

Figura 2.2. Rappresentazione del metodo Importance Sampling MC. I punti sul dominio di
integrazione [a, b] vengono scelti casualmente secondo la distribuzione w(x) che rispecchia
la funzione f(x) di interesse.

In questo modo, generando L variabili random di u nell’intervallo [0, 1] si ottiene
una stima di I:

I ≈ IL = 1
L

L∑
i=1

f [x(ui)]
w[x(ui)]

(2.15)

Il vantaggio di questo approccio si può evincere andando a guardare la varianza di
IL:
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σ2
I = 1

L

[〈
(f/w)2

〉
− 〈f/w〉

]
(2.16)

Infatti, anche se la varianza ha ancora l’andamento 1/L, il fattore moltiplicativo
può essere ridotto tramite un’opportuna scelta della distribuzione di campionamento
w(x). Ponendo w(x) costante si ottiene nuovamente il Random Sampling (σ2

I = 1/L).
Nel caso ideale la distribuzione di campionamento w(x) dovrebbe essere un multiplo
di f(x) in modo tale da avere varianza nulla. Tuttavia, una scelta non idonea di
w(x), ad esempio una funzione che non rappresenta appieno f(x), può portare un
risultato peggiore rispetto al random sampling [67].

Purtroppo, questo metodo non può essere utilizzato semplicemente per il calcolo
di integrali del tipo (2.2) in quanto non conosciamo una trasformazione che ci
porti dall’integrale (2.13) al (2.14). Conoscere una trasformazione di questo tipo
permetterebbe di generare punti con una densità di probabilità proporzionale al
fattore di Boltzmann, rendendo quasi del tutto inutile l’utilizzo di simulazioni al
computer. Inoltre, va precisato che i metodi Monte Carlo non risultano competitivi
rispetto ad altri algoritmi quando la dimensione su cui si deve integrare è limitato a
poche dimensioni.

2.3 Algoritmo di Metropolis
Come è stato anticipato nei paragrafi precedenti, se si volesse calcolare il valore
medio di una quantità dipendente solamente dalla posizione A(rN ), nel caso di un
ensemble canonico, si dovrebbe calcolare il rapporto fra due integrali:

〈A〉 =
∫
drN A(rN ) e−βU(rN )∫

drN e−βU(rN ) (2.17)

dove il denominatore è la funzione di partizione del sistema Z. Dato che la densità
di probabilità di trovare il sistema in una configurazione attorno a rN è definita
come:

ρ(rN ) ≡ e−βU(rN )

Z
(2.18)

possiamo definire la media sull’ensemble come

〈A〉 =
∫
drN A(rN ) ρ(rN ) (2.19)
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Supponendo di poter generare L configurazioni ρi secondo la distribuzione ρ(rN ),
possiamo scrivere:

〈A〉 = 1
L

L∑
i=1

ρi A(rNi ) (2.20)

Come generiamo dei punti nello spazio delle configurazioni proporzionali al
fattore di Boltzmann? Metropolis et al. nel 1953 [42] ha introdotto l’algoritmo
omonimo per la creazione di configurazioni con probabilità proporzionali a e−U/kT ,
ovvero un metodo per campionare l’ensemble canonico. In questa trattazione, invece,
verrà definito un metodo generale, rimandando il caso canonico al paragrafo 2.5.
Si genera il sistema in una configurazione iniziale, che chiameremo o (old), che
abbia probabilità ρo non nulla, ad esempio disponendo le particelle in esame in un
reticolo cristallino (vedi 3.7). Successivamente, si genera una seconda configurazione
n (new) ottenuta dalla prima tramite una mossa casuale, ad esempio spostando una
particella di una quantità ∆, e si deve scegliere se accettare o rigettare la mossa
effettuata. In questo modo si viene a formare una catena di Markov, una sequenza
di configurazioni che soddisfa due condizioni:

1. ogni elemento appartiene ad un insieme finito di valori, o spettro degli stati, S;

2. deve valere la proprietà di Markov, ovvero che la probabilità di ottenere un certo
valore al tempo t dipende solamente da quello che lo precede immediatamente

P (xt+1 = yt+1|x1=y1 ··· xt=yt) = P (xt+1 = yt+1|xt=yt) = π(o→ n) (2.21)

dove π(o→ n) è la probabilità di andare dalla configurazione vecchia a quella
nuova.

L’algoritmo Metropolis, quindi, consente di generare una catena di Markov la cui
parte asintotica contiene stati appartenenti all’ensemble scelto [31].

Supponiamo di eseguire M simulazioni Monte Carlo in parallelo, dove M è un
numero molto maggiore delle configurazioni accessibili. Consideriamo la densità di
probabilità ρ(t)

n di avere, ad un certo tempo t, la configurazione n. Come evolve il
sistema? Ovvero, quale sarà la probabilità al tempo successivo ρ(t+1)

n ? Possiamo
scrivere:

ρ(t+1)
n = ρ(t)

n +
∑
k 6=n

π(k → n)ρ(t)
k −

∑
k 6=n

π(k → n)ρ(t)
n (2.22)

ovvero che la probabilità di avere lo stato n al tempo t+ 1 è data dalla probabilità
al tempo t più la probabilità che uno stato sia passato da un generico stato k a
n meno quella che sia passato da n a k. Considerando che nel caso n = k le due
sommatorie si annullano e che all’equilibrio il sistema risulta, in media, stazionario(
ρ

(t+1)
n = ρ

(t)
n , t→∞

)
, otteniamo:
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∑
k

π(k → n)ρ(t)
k =

∑
k

π(k → n)ρ(t)
n (2.23)

Dato che la matrice di transizione π, essendo una matrice stocastica, è consistente
con la proprietà

∑
n

πmn = 1 (2.24)

otteniamo:

∑
k

π(k → n)ρ(t)
k = ρ(t)

n (2.25)

Questa equazione, in forma matriciale, può essere riscritta come segue:

ρπ = ρ (2.26)

e viene chiamata condizione di bilancio. L’equazione (2.26) descrive la proprietà
secondo la quale il sistema una volta raggiunto l’equilibrio non tende a distruggerlo.
In media, quindi, il numero di mosse che lasciano lo stato o è compensato dalle
mosse che da tutti gli stati n riportano ad o. ρ è la distribuzione limite, ovvero è
tale che

ρ = lim
t→∞

ρ(0)πt (2.27)

mentre π è la matrice di transizione della catena di Markov ergodica, ovvero che
partendo da un qualsiasi punto dello spazio delle fasi tutte le configurazioni possono
essere raggiunte con un numero finito di passi MC. È possibile dimostrare, partendo
dal teorema di Perron-Frobenius, che una matrice stocastica ergodica ha un solo
autovettore con autovalore unitario e il corrispondente autovettore è la distribuzione
limite. I restanti autovalori descrivono la velocità di convergenza della catena di
Markov.
Possiamo anche imporre una condizione più stringente, chiamata bilancio dettagliato:

π(o→ n)ρo = π(n→ o)ρn (2.28)
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ovvero che all’equilibrio le mosse che portano da o ad n sono uguali alle mosse inverse.
La scelta di imporre questa condizione è sufficiente ma non necessaria ad assicurare
il corretto campionamento dello spazio degli stati. Inoltre, il bilancio dettagliato
assicura la reversibilità del processo (P (t→ t+ ∆t) = P (t+ ∆t→ t)) [67].
Metropolis propose di dividere la probabilità di cambiare configurazione π(o→ n)
come:

π(o→ n) = α(o→ n)acc(o→ n) (2.29)

dove α(o→ n) è la probabilità di compiere una mossa di prova tale da portare la
configurazione da o a nmentre acc(o→ n) è la probabilità di accettazione della mossa.
Nell’articolo del ’53 [42], Metropolis ha scelto la matrice α simmetrica, eseguendo
quindi una simulazione unbiased, tuttavia in alcuni casi una scelta asimmetrica di
α può risultare più efficiente. Con questa scelta l’equazione 2.28 diventa (con α
simmetrica):

acc(o→ n)ρo = acc(n→ o)ρn (2.30)

da cui otteniamo:

acc(o→ n)
acc(n→ o) = ρn

ρo
(2.31)

Fra le scelte di acc(o→ n) che soddisfano questa condizione possiamo scegliere acc
tale che:

acc(o→ n) =


ρ(n)
ρ(o) ρ(n) < ρ(o)
1 ρ(n) > ρ(o)

(2.32)

Quindi, nel caso in cui la densità di probabilità della nuova configurazione sia
maggiore (o rimanga costante) il passo viene accettato, altrimenti viene generato
un numero ξ ∈ [0, 1]. La mossa viene accettata se ξ risulta minore di acc(o → n),
altrimenti viene scartata e il sistema riportato nella configurazione iniziale. Nel caso
in cui la mossa venga rigettata, la configurazione deve essere comunque contata
come il punto successivo della catena di Markov [67].

Infine, dobbiamo sottolineare il fatto che non tutti i metodi Monte Carlo sono
ergodici. Molti algoritmi di cui è stata dimostrata l’ergodicità non sono così effi-
cienti, mentre, al contrario, per molti algoritmi efficienti non è stata dimostrata
o, addirittura, provato il contrario. La soluzione che viene intrapresa solitamente
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è l’unione di un algoritmo ergodico con occasionalmente una mossa che ne rompe
l’ergodicità, in modo da aumentarne l’efficienza (vedi paragrafo 3.6).

Nei prossimi paragrafi descriveremo due ensemble che sono stati utilizzati, ovvero
l’ensemble canonico (NVT) e l’ensemble isobaro-isotermo (NPT) e le relative mosse
di prova.

2.4 Mosse di prova
In questo paragrafo verranno descritti i tipi di mosse che si possono effettuare negli
ensemble NVT e NPT. Nel primo è possibile fare una mossa di traslazione o di
rotazione mentre nel secondo si aggiunge la possibilità di cambiare il volume della
scatola di simulazone.

2.4.1 Mossa traslazionale

Viene scelta casualmente una delle N particelle del sistema e viene effettuata una
traslazione randomica. Per fare ciò, viene scelto un insieme di numeri casuali
ξi ∈ [0, 1] (i = x, y, z), uno per ogni asse, in modo da spostare il centro di massa
della particella in una posizione all’interno di un parallelepipedo R di lati ∆i/2:


xn(o)→ xn(o) + ∆x(ξx − 0.5)
yn(o)→ yn(o) + ∆y(ξy − 0.5)
zn(o)→ zn(o) + ∆z(ξz − 0.5)

(2.33)

Questa mossa, oltre alla computazione dell’energia del sistema, comporta generi-
camente l’uso di condizioni periodiche al bordo, o PBC, come verrà descritto nel
paragrafo 3.3. Successivamente, viene calcolata la probabilità di accettazione, come
descritto nel paragrafo precedente, e deciso se accettare o meno la mossa.

La scelta di muovere una particella per volta deriva da un’analisi sull’efficienza.
Infatti, si può dimostrare che cercare di spostare contemporaneamente tutte le N
particelle riduce l’efficienza di un fattore 1/N [23]. Per quanto riguarda, invece, la
scelta del valore delle massime traslazioni disponibili ∆i/2, questa verrà trattata nel
paragrafo 3.6.

2.4.2 Mossa rotazionale

Nel caso in cui le particelle in esame non siano isotrope, una possibile mossa che
si può compiere è la rotazione casuale di una particella. Esistono diversi approcci,
ognuno adatto al tipo di particella in esame. In questa trattazione verrà descritto
un metodo che permette la rotazione di un oggetto biassiale, come ad esempio un
parallelepipedo. L’orientazione di un oggetto di questo tipo può essere rappresentato
tramite i tre autovettori colonna ui (i = 1, 2, 3), i quali verranno presi unitari, della
matrice di inerzia espressa nel sistema di riferimento del laboratorio [15]. Viene,
quindi, costruita la matrice R, chiamata di rotazione, formata dal set ortogonale di
ui:
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Figura 2.3. Rappresentazione della mossa traslazionale in 2D. La particella i viene spostata
in un punto casuale all’interno della regione R, in grigio.

R = (u0,u1,u2)T =

u0x u0y u0z
u1x u1y u1z
u2x u2y u2z

 (2.34)

Questo metodo consiste nella rotazione intorno ad un asse scelto casualmente. Il
primo passo, dunque, è scegliere l’asse di rotazione v̂. Viene, quindi, generato un
versore casuale tramite l’algoritmo di Marsaglia, ovvero vengono generati due numeri
randomici ξ1, ξ2 ∈ [−1, 1] finché non viene soddisfatta la condizione s = ξ2

1 + ξ2
2 < 1,

dopodiché si ottiene v̂ come:

v̂ =
(
2ξ1(1− s)1/2, 2ξ2(1− s)1/2, 1− 2s

)
(2.35)

Successivamente, viene calcolata la matrice antisimmetrica Ω:

Ω =

 0 −vz vy
vz 0 −vx
−vy vx 0

 (2.36)
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Viene generato l’angolo di rotazione θ = ∆θ(ξθ − 0.5), con ξθ ∈ [0, 1] e ∆θ/2 la
massima rotazione disponibile, e calcolata la matrice di rotazione M :

M = − sin(θ) Ω + (1− cos(θ)) Ω2 (2.37)

Infine, viene aggiornata la matrice R:

R′ = R (I +M) (2.38)

dove I è la matrice identità. La scelta di ∆θ/2, così come per la mossa traslazionale,
verrà trattata successivamente (vedi paragrafo 3.6).

Figura 2.4. Rappresentazione della mossa di rotazione in 2D. La particella i viene ruotata
di un angolo θ casuale all’interno della regione R.

2.4.3 Mossa di volume

L’ultima mossa che che verrà analizzata è quella volumica. Questa può corrispondere
a:
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• espansione isotropa: il volume passa da V a V ′ = V + ∆V (ξV − 0.5), dove
∆V/2 è l’ampiezza massima e ξV ∈ [0, 1] è un numero randomico. Un metodo
del tutto equivalente consiste nell’eseguire il random walk in lnV invece
che in V direttamente [23], comportando una leggera variazione nella forma
dell’accettazione (vedi 2.6). In entrambi i casi, la posizione di tutte le N
particelle deve essere aggiornata: r′ = r (V ′/V )1/3.

• espansione anisotropa: nel caso in cui sia necessario, è possibile cambiare,
invece dell’intero volume, un solo lato della scatola di simulazione. Viene
scelto un lato casuale e modificato secondo L′i = Li + ∆Li(ξL − 0.5), con
ξL ∈ [0, 1] e ∆Li/2 l’ampiezza massima della mossa di prova lungo l’asse scelto.
La componente scelta delle posizioni di tutte le N particelle viene quindi
aggiornata r′i = ri (L′i/Li). Questa mossa può risultare utile, ad esempio,
nello studio delle mesofasi liquido cristalline con ordine traslazionale come la
fase smettica o colonnare. Infatti, l’anisotropia delle particelle e delle loro
interazioni può favorire la formazione di una scatola non omogenea.

La scelta di ∆V/2 e ∆Li/2 verrà trattata nel paragrafo 3.6.

Figura 2.5. Rappresentazione della mossa di volume anisotropa in 2D: un lato della scatola
viene modificato e, di conseguenza, vengono spostate tutte le particelle r′i = ri (L′i/Li).
In questo modo, una particella con il CM nella posizione (0, 0) non verrà spostata.
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2.5 Ensemble canonico (NVT)
L’ensemble canonico descrive un sistema nel quale il numero di particelle N , la
temperatura T e il volume V rimane costante. Possiamo vedere questo sistema come
un volume V che scambia energia con un bagno termico, mantenendone costante la
temperatura (figura 2.6).

Figura 2.6. Rappresentazione di un sistema NVT: il sistema scambia energia con un bagno
termico il quale ne mantiene costante la temperatura. Il sistema totale, NVT e bagno
termico, può essere visto come un sistema microcanonico NVE.

Data la funzione di partizione

Z(N,V, T ) ≡ 1
Λ3NN !

∫
drNe−βU(rN ) (2.39)

dove Λ =
√

h2

2πmkBT è la lunghezza d’onda termica di de Broglie, la densità di
probabilità di trovare la configurazione rN è:

ρ(rN ) ∝ e−βU(rN ) (2.40)

Dall’equazione (2.32) otteniamo la probabilità di accettazione della trial move nel
caso canonico:

acc(o→ n) = min
{

1, e−β(U(n)−U(o))
}

(2.41)



2.6 Ensemble isobaro-isotermo (NPT) 28

Figura 2.7. Descrizione del metodo di accettazione del passo Monte Carlo. Nel caso del
numero casuale ξ1 il passo viene accettato mentre ξ2 viene rigettato.

2.6 Ensemble isobaro-isotermo (NPT)
L’ensemble NPT descrive un sistema nel quale il numero di particelle N, la pressione
P e la temperatura T rimangono costanti. Dato che molti esperimenti reali sono
sottoposti a queste condizioni, il Monte Carlo isobaro-isotermo risulta un metodo
ampiamente utilizzato. Inoltre, permette facilmente il calcolo dell’equazione di stato
(EOS), ad esempio la pressione in funzione della densità, di un sistema senza la
necessità di un’espressione esplicita del viriale. Infine, nello studio di molti sistemi
nelle prossimità di una transizione di fase del primo ordine, il sistema NPT consente
una trasformazione libera del volume di simulazione, consentendo al sistema di
raggiungere la fase con energia minore [23].

Consideriamo, quindi, un sistema di N particelle identiche, pressione esterna P
e temperatura T costanti. Possiamo descrivere questo sistema come un volume V il
quale, tramite un pistone, scambia volume con un gas perfetto di M −N particelle
e volume V0 − V (figura 2.8).
La funzione di partizione totale sarà, quindi, il prodotto dei due sistemi, ovvero:

Z(N,M, V, V0, T ) = V N (V0 − V )M−N

Λ3MN !(M −N)!

∫
dsM−N

∫
dsNe−βU(sN , L) (2.42)

dove sono state utilizzate le coordinate riscalate si = ri/L. Considerando il limite
per il quale la taglia del serbatoio tende all’infinito (V0 →∞, M →∞), otteniamo:

Z(N,P, T ) = βP

Λ3MN !

∫
dV V N e−βPV

∫
dsNe−βU(sN , L) (2.43)
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Figura 2.8. Rappresentazione di un sistema NPT: un gas ideale di volume V0 − V può
scambiare volume con il sistema di N particelle in esame in modo da mantenere costante
la pressione P .

La densità di probabilità, quindi, di trovare il sistema nella configurazione sN con
volume V è:

ρ(V, sN ) ∝ V N e−βPV e−βU(sN , L) = e
−β
[
U(sN , L)+PV−N

β
lnV
]

= e∆G (2.44)

Utilizzando l’equazione (2.32) otteniamo la probabilità di accettazione di una mossa
di prova nel caso isobaro-isotermo:

acc(o→ n) = min

{
1, e−β

[
U(sN , V ′)− U(sN , V )+P (V ′−V )−N

β
ln(V ′/V )

]}
=

= min
{

1, e−β∆G
} (2.45)

dove ∆G è la differenza di energia libera di Gibbs tra le due configurazioni. Nel caso
in cui la simulazione sia effettuata utilizzando come mossa di prova un cambiamento
logaritmico del volume o la grandezza di un lato (vedi paragrafo 2.4.3), il fattore N
nella probabilità di accettazione (2.45) viene sostituito con N + 1.
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Dato che in generale una mossa di volume richiede il calcolo di tutte le interazioni
fra le N particelle, il costo per attuarla è comparabile allo svolgimento di N mosse di
spostamento o rotazione. Pertanto, solitamente si procede con una mossa di volume
con una probabilità 1/N [23].
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Capitolo 3

Dettagli simulazione

Ho sviluppato un programma in C++ in grado di effettuare simulazioni Monte
Carlo negli ensemble canonico (NVT) e isobaro-isotermo (NPT), come descritto nei
paragrafi 2.5 e 2.6. In questo paragrafo verrà descritta la struttura delle particelle
studiate e i modelli utilizzati al fine di ottenerne l’equazione di stato. Inoltre, saranno
esposti gli accorgimenti computazionali utilizzati nelle simulazioni. Infine, verrà
verificato che il sistema si comporta come un gas reale a basse densità.

3.1 Struttura delle particelle
Le particelle che saranno studiate consistono in nanomattoncini di DNA composti
da due doppie eliche affiancate, come descritto nella figura 3.1. I duplex sono lunghi
circa 16 nm e contengono ognuno 48 pb, ottenendo, quindi, delle particelle formate da
96 pb. Queste strutture, costruite tramite un approccio multi-strand (vedi paragrafo
1.2.1), sono di tre tipi:

• Nel primo caso le particelle sono interagenti solamente tramite volume escluso.
Delle code poli-T fanno sì che siano assenti le interazioni idrofobiche fra gli
anelli aromatici dei duplex di particelle differenti.

• Il secondo tipo di particelle presenta solamente due code poli-T, permettendo,
quindi, interazioni su una faccia.

• Nell’ultimo modello, invece, le code poli-T sono assenti. In questo modo, le
particelle sono dotate di quattro siti attrattivi.

Queste strutture, quindi, rientrano nella classe dei colloidi "patchy": particella
dotata di almeno un sito attrattivo, o patch, mediante il quale interagisce in maniera
anisotropa e altamente direzionale con altre particelle o superfici [8, 48, 76].
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Figura 3.1. Rappresentazione delle particelle utilizzate in laboratorio. A: particelle
interagenti solo tramite volume escluso. Le interazioni idrofobiche sono impedite tramite
l’utilizzo di catene poli-T su entrambe le facce. B: particelle dotate di due siti di
interazione. Le catene, in questo caso, sono presenti solamente su una faccia, permettendo
l’interazione idrofobica fra duplex di diverse particelle. C: particelle interagenti tramite
quattro patch. In questo caso sono assenti le catene poli-T e ogni duplex, quindi, possiede
due siti di interazione.

3.2 Descrizione dei modelli
I modelli considerati consentono, quindi, di studiare il comportamento di un sistema
di N = 2048 nanomattoncini di DNA, strutture composte da più filamenti di DNA,
in presenza o meno di patch. I siti di interazione utilizzati hanno caratteristiche
coerenti con gli effetti di stacking fra gli anelli aromatici, come è stato discusso nel
paragrafo 1.1.2 [16, 46]. In particolare, sono stati soddisfatti tre punti:

1. il raggio massimo di interazione fra due patch è dell’ordine della tipica
interazione idrofobica (circa 2Å);

2. l’estensione della superficie attrattiva è compatibile con la superficie dei gruppi
aromatici, che sono responsabili delle interazione idrofobiche, all’interno delle
particelle;

3. l’energia di legame è coerente con i valori di energia libera dovuti agli effetti
di impilamento, come descritto nella figura 1.5.

3.2.1 Parallelepipedo a corpo duro

Il modello più semplice consiste in un parallelepipedo a corpo duro. Il sistema di
particelle, quindi, interagisce solamente tramite interazioni di volume escluso. In
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particolare, la particella in esame ha i tre assi di dimensione a = (2, 4, 16)nm, come
descritto in figura 3.2. In questo caso, quindi, durante la simulazione Monte Carlo
sarà necessario solamente stabilire l’eventuale sovrapposizione dei parallelepipedi
(vedi paragrafo 3.4), senza calcolare alcuna energia.

Figura 3.2. Rappresentazione del modello di parallelepipedo a corpo duro con assi di
dimensione a = (2, 4, 16)nm. Immagine ottenuta tramite programma MOLGL sviluppato
da De Michele.

3.2.2 Parallelepipedo patchy

Il secondo tipo di particelle studiate consiste in un parallelepipedo a corpo duro
con l’aggiunta di due patch attrattive. Il corpo ha le stesse dimensioni del caso
precedente (a = (2, 4, 16)nm) mentre le patch aggiuntive sono poste rispetto al
centro di massa della particella come:


px = 0
py = ± say/2
pz = saz + 0.15

(3.1)

dove sai, i = x, y, z, sono i semiassi delle particelle (vedi figura 3.3).
I siti interagiscono fra loro tramite un potenziale square well uSW (r):

βuSW =
{
−βu0 r 6 δ

0 r > δ
, (3.2)
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Figura 3.3. Particella dotata di due patch. A: rappresentazione laterale, il corpo coincide
con il modello precedente. B: rappresentazione dall’alto. Figure ottenute tramite
programma MOLGL.

dove r è la distanza fra i siti attrattivi, δ = 0.5 è il range di interazione e βu0 è il
rapporto fra l’energia di legame u0 e l’energia termica kBT = β−1 (vedi figura 3.4).
In questo modo, se le patch di due particelle differenti si trovano ad una distanza
minore di δ si viene a creare un legame e formare un dimero (vedi figura 3.5). È
conveniente definire la temperatura adimensionale T ∗ = kBT/u0.

Figura 3.4. Potenziale attrattivo di tipo square-well fra le patch presenti sulle particelle.
Se due siti differenti si trovano a distanza minore di δ, l’energia diminuisce di u0 = 1.

3.2.3 Parallelepipedo con 4 patch

Il terzo modello consiste in un parallelepipedo a corpo duro dotato di quattro siti
attrattivi disposti simmetricamente sulle facce più piccole:
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Figura 3.5. Rappresentazione di due particelle legate. Immagine ottenuta tramite
programma MOLGL.


px = 0
py = ± say/2
pz = ± (saz + 0.15)

(3.3)

dove i ± sono stati introdotti per descrivere tutti i quattro casi possibili. I parametri
rimanenti, come l’energia di legame e il range, sono identici al caso precedente (vedi
figura 3.6).

Figura 3.6. Particella a forma di parallelepipedo a corpo duro dotata di 4 siti attrattivi.
Immagine ottenuta tramite programma MOLGL.

In questo caso, la geometria delle particelle permette la formazione di catene di
particelle (polimeri), come mostrato in figura 3.7.
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Figura 3.7. Rappresentazione di una catena di tre particelle. Immagine ottenuta tramite
programma MOLGL.

3.3 Condizioni periodiche al bordo (PBC)
Il numero di particelle N che viene normalmente utilizzato nelle simulazioni al
computer è limitato (10 6 N 6 10000), molto minore del numero di particelle
presente nella materia, attorno al numero di Avogadro (N0 ≈ 6, 022 · 1023). Questo
è dovuto al fatto che sistemi di taglia maggiore inciderebbero troppo sulla velocità
di esecuzione del programma [2]. Infatti, ad esempio, il calcolo dell’energia ha un
andamento O(N2) a causa del doppio ciclo nella sua definizione:

Utot(r1, · · · , rN ) =
∑
i

∑
j

u (|ri − rj |) (3.4)

Come sarà discusso successivamente (vedi paragrafo 3.5), si possono adottare degli
accorgimenti in modo da ridurre la complessità computazionale, riuscendo ad ottenere
un andamento O(N). Tuttavia, alcune mosse, come quella di volume nell’ensemble
NPT, costringono alla computazione di tutte le interazioni. Inoltre, insorgono
problemi nel caso in cui il numero di particelle non sia grande. Infatti, prendendo, ad
esempio, 1000 molecole disposte in un cubo 10 · 10 · 10, 488 giacciono sulla superficie,
portando ad avere non trascurabili effetti di superficie [2]. Questo problema può essere
risolto utilizzando le condizioni periodiche al bordo, in inglese periodic boundary
conditions (PBC). La scatola di simulazione viene replicata in modo da formare un
reticolo infinito. Per semplicità considereremo una scatola cubica, tuttavia, nulla ci
vieta di utilizzare uno dei poliedri regolari che riempiono lo spazio, come ad esempio
l’ottaedro troncato o il dodecaedro rombico. Ogni particella, quindi, avrà infinite
immagini disposte come:

~rl,m,n = ~r + lLxx̂+mLyŷ + nLz ẑ (3.5)

dove Lx, Ly e Lz sono i lati della scatola di simulazione, x̂, ŷ e ẑ i rispettivi ver-
sori, l,m, n ∈ Z numeri che definiscono l’indice della replica, ~rl,m,n la posizione
dell’immagine e ~r la posizione "vera" della particella. Ogniqualvolta, quindi, che
una particella esce da un lato, una sua immagine prende il suo posto entrando dal
lato opposto, rendendo così la densità di particelle nella scatola centrale, e quindi in
tutto il sistema, costante (vedi figura 3.8) [2]. Nel caso bidimensionale, imporre le
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condizioni periodiche al bordo è topologicamente uguale a considerare la superficie
di un toro tridimensionale.

Figura 3.8. Rappresentazione nel caso 2D della condizioni periodiche al bordo (PBC), la
scatola di simulazione viene ripetuta infinite volte a formare un reticolo. Le particelle
sono libere di passare i lati della scatola. Immagine modificata da [2].

In generale, se volessimo calcolare la forza agente su una determinata particella
dovremmo considerare il contributo dovuto all’infinito numero di particelle che costi-
tuisce il reticolo, rendendolo, quindi, impossibile. Tuttavia, nel caso di interazione a
corto raggio possiamo compiere un’approssimazione, chiamata convenzione dell’im-
magine minima, diminuendo il numero di calcoli. Questa consiste nel considerare la
particella in esame al centro di una regione della stessa forma del box di simulazione
e interagente solamente con tutte le altre particelle che si trovano in essa, ovvero con
l’immagine più vicine delle altre N − 1 particelle (vedi figura 3.9). Per determinare
l’immagine più vicina si può calcolare la distanza come:


∆rx = rjx − rix − rint

(
rjx−rix
Lx

)
∆ry = rjy − riy − rint

( rjy−riy
Ly

)
∆rz = rjz − riz − rint

(
rjz−riz
Lz

) (3.6)

dove rint è una funzione che approssima il suo argomento all’intero più vicino.
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Figura 3.9. Rappresentazione nel caso 2D della convenzione dell’immagine minima. La
scatola costruita attorno alla particella i-esima contiene, in questo caso, cinque particelle.
Immagine modificata da [2].

L’uso delle PBC, quindi, risolve i problemi legati agli effetti di superficie. Tuttavia,
non sempre le proprietà di un sistema piccolo e periodico corrispondono a quelle
di uno macroscopico [2]. Infatti, in base al tipo di interazione fra le molecole o
all’effetto che si vuole studiare, possono presentarsi degli effetti, chiamati di taglia
finita. Prendendo, ad esempio, un potenziale di tipo Lennard-Jones con cut-off pari a
3σ è sufficiente simulare una scatola di lato L ≈ 6σ per non permettere alle particelle
di accorgersi del trucco utilizzato, ovvero l’imposizione di un reticolo periodico.
Invece, utilizzando la stessa dimensione della scatola per un sistema di particelle
interagenti con potenziale a lungo raggio (e. g. v(r) ∼ r−ν) ci sarà un’interazione
non nulla fra una particella e la sua stessa immagine, imponendo, involontariamente,
una simmetria cristallina. Una scelta errata delle dimensioni del sistema può, inoltre,
impedire che si abbiano delle transizioni del primo ordine, come ad esempio quella
fra la fase isotropa e nematica nei cristalli liquidi (vedi 4.1).

Nella pratica, quindi, nel caso in cui, a causa di una mossa di traslazione, una
particella esca dalla scatola, la sua coordinata viene aggiornata utilizzando le PBC:

ri = ri − Li · rint
(
ri
Li

)
(3.7)
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con i = x, y, z. Anche le patch, ovviamente, sono soggette alle condizioni periodiche
al bordo. Tuttavia, la loro posizione, per maggior chiarezza, è fissata alla particella
a cui appartengono, tenendo conto delle PBC durante il calcolo dell’energia secondo
l’equazione (3.6). Infine, l’implementazione delle PBC fa sì che due particelle possano
essere distanti al massimo L/2, limitando, quindi, il range per il calcolo della funzione
di distribuzione a coppie g(r) (vedi paragrafo 4.6).

3.4 Sovrapposizione parallelepipedi
I modelli presi in esame hanno in comune la presenza di un potenziale a corpo
duro. Quindi, è necessario definire un metodo per calcolare l’intersezione di due
parallelepipedi. Un metodo ben ottimizzato si basa sul separating-axis theorem
il quale afferma che due parallelepipedi A e B sono disgiunti se esiste un piano
che li separa [10]. Definiamo la posizione delle due scatole ~TA e ~TB nel sistema di
riferimento del laboratorio e RA e RB le loro matrici di rotazione, come descritto nel
paragrafo 2.4.2. Sia ~d la distanza fra le due scatole, tenendo conto delle PBC discusse
nel paragrafo 3.3. Le due scatole saranno separate se la somma delle proiezioni dei
semiassi lungo l’asse separatore ~n, normale al piano P , è minore della proiezione di
~d lungo di essa, ovvero se:

|~rA · ~n|+ |~rB · ~n| <
∣∣∣~d · ~n∣∣∣ (3.8)

come illustrato in figura 3.10.
Possiamo scrivere il primo membro della disequazione (3.8) come:

{
|~rA · ~n| = ax |RAx · ~n|+ ay

∣∣RAy · ~n
∣∣+ az |RAz · ~n|

|~rB · ~n| = bx |RBx · ~n|+ by
∣∣RBy · ~n

∣∣+ bz |RBz · ~n|
(3.9)

il quale, sostituito nella (3.8) dà come risultato

ax |RAx · ~n|+ ay
∣∣RAy · ~n

∣∣+ az |RAz · ~n|+ (3.10)

+bx |RBx · ~n|+ by
∣∣RBy · ~n

∣∣+ bz |RBz · ~n| <
∣∣∣~d · ~n∣∣∣

Gli assi candidati ad essere separatori sono 15: le normali alle facce delle due
scatole (RAi e RBi, i ∈ { x, y, z }) e 9 normali dei piani formati da un angolo di A
e uno di B (RAi ×RBj con i, j ∈ { x, y, z } e i 6= j). Nel caso in cui nessuno di
questi 15 piani sia separatore, allora le due scatole si intersecano sicuramente. Nel
caso particolare, invece, in cui le due scatole abbiano due assi paralleli, è sufficiente
controllare le normali alle facce, in quanto il prodotto vettoriale restituisce le normali
stesse.



3.5 Liste concatenate e calcolo energia 40

Figura 3.10. Rappresentazione della condizione in equazione (3.8). I vettori ~a e ~b rappre-
sentano i semiassi delle due scatole, ~rA e ~rB la somma dei semiassi delle due scatole.
Nel caso in cui la somma delle componenti di ~rA e ~rB lungo l’asse separatore sia minore
della componente della distanza fra i centri di massa, le due scatole risultano disgiunte.
Immagine modificata da [10].

3.5 Liste concatenate e calcolo energia

3.5.1 Introduzione alle liste concatenate

Nei paragrafi precedenti, è stato accennato al costo computazionale dovuto al calcolo
dell’energia, il quale è O(N2), in particolare 1

2N(N − 1). Nel 1967, Verlet suggerì
un metodo per incrementare notevolmente la velocità di esecuzione del programma
[68]. Questo si basa sulla costruzione di liste contenenti le particelle vicine alla
i-esima in modo tale da, diminuire il numero di interazioni da calcolare, ipotizzando
un’interazione a corto raggio. Questo metodo, chiamato liste di Verlet, risulta poco
pratico nel caso di sistemi con un numero di particelle elevato (N > 1000). Nel
mio caso, quindi, è stato adottato un metodo diverso, chiamato liste concatenate
(linked lists in inglese). La scatola di simulazione viene divisa in un reticolo di
M = Mx ·My ·Mz celle uguali di lati rci maggiori delle distanze di interazione, come
descritto in figura 3.11. Per fare ciò viene calcolato il numero di celle per lato:

Mi = int

(
Li
rco

)
con i = x, y, z (3.11)

dove rco è il range dell’interazione e int permette di prendere la parte intera
dell’argomento. La grandezza di una cella sarà:
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rci = Li
Mi

con i = x, y, z (3.12)

Per ogni particella viene calcolato l’indice c della cella di appartenenza come:

ci = (ri + Li/2) /rci (3.13)
↓

c = cx + cy ·Mx + cz ·Mx ·My (3.14)

dove Li/2 è presente in quanto la scatola si assume che abbia coordinate comprese
fra −Li/2 e Li/2.

Figura 3.11. Rappresentazione 2D della divisione della scatola nel metodo delle liste
concatenate. Ogni cella viene indicata con un indice univoco che permette di ricavare le
celle vicine.

Il primo passo è la costruzione di due array: head e list. Il primo, che ha
lunghezza pari al numero totale di celle, contiene l’indice della prima particella
all’interno della cella i-esima. In caso non ve ne sia alcuna, questa viene inizializzata
a −1. Nel caso, invece, in cui sia presente una particella, l’elemento di head è usato
come indirizzo di una lista concatenata, chiamata list, che contiene le rimanenti
particelle presenti nella cella. Seguendo gli elementi di questa lista, di lunghezza N ,
si riescono ad individuare tutte le particelle appartenenti alla cella i-esima, fino ad
arrivare a −1, il quale ci dice che non sono presenti particelle aggiuntive (vedi figure
3.12, 3.13).
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Figura 3.12. Immagine esplicativa del funzionamento delle due liste head e list. La prima
riga corrisponde all’indice della cella. Prendendo, ad esempio, la seconda cella, questa
contiene la particella 10 (presente nell’array head) e, successivamente, tutte le particelle
presenti nella lista concatenata.

Figura 3.13. Rappresentazione dettagliata delle due celle della figura 3.12. Immagine
modificata da [2].

In ogni cella saranno presenti, in media, Nc = N/M particelle e, dato che il numero
di celle vicine in 3D sono 27, vengono calcolate 27NNc interazioni. Possiamo scegliere
la grandezza delle celle in modo tale da minimizzare il numero di particelle medio in
una cella Nc, aumentando così la velocità di esecuzione. In particolare, la grandezza
di una cella viene determinata dal tipo di interazione coinvolta. Nel caso di corpi
duri, ad esempio, il lato della cella deve assicurare che venga individuata la possibile
intersezione fra due particelle, da cui la condizione che il lato deve essere maggiore
della diagonale del corpo (vedi paragrafo 3.5.2)

Le liste vengono calcolate all’inizio della simulazione, durante l’inizializzazione
del sistema (vedi paragrafo 3.7). Successivamente, ad ogni passo traslazionale viene
verificato se la particella cambia cella e, in tal caso, vengono aggiornate le liste. Per
fare ciò è stata creata una funzione, chiamata UpdateList, in grado di rimuovere la
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particella i dalla lista precedente e metterla nella nuova cella (vedi figura 3.14):

1. cancellazione dalla lista della cella iniziale (figura 3.14 A). Se la particella i è
nella lista head, questa viene sostituita con la particella a cui punta. Altrimenti,
viene cercata all’interno della lista list e sostituita con la successiva.

2. inserimento nella lista della nuova cella (figura 3.14 B). In questo caso viene
spostata la particella che stava in head in list[i] e, al suo posto, inserita la
particella i.

Figura 3.14. Rappresentazione della routine UpdateList per l’aggiornamento delle liste
concatenate. A: cancellazione della particella dalla lista. In alto viene specificato il
caso in cui la particella sia presente in head, in basso se deve essere cercata in list. B:
inserimento della particella all’interno della lista.

3.5.2 Applicazione delle liste: calcolo dell’energia

Nel programma sono state implementate due liste differenti: una per i parallelepipedi
a corpo duro mentre l’altra per i siti attrattivi, se presenti. Nel primo caso, il lato
delle celle ha una dimensione poco superiore alla diagonale maggiore delle particelle
D =

√
276nm. In questo modo, utilizzando il metodo descritto nel paragrafo 3.4,

dovrà essere calcolata l’intersezione con meno parallelepipedi possibili. La dimensione
delle celle della seconda lista, invece, sono poco maggiori del diametro di una patch,
ovvero 2δ = 1, come descritto nella definizione del potenziale (3.2). Se avessimo
usato le stesse liste concatenate sia per le particelle che per le patch sarebbe stato
necessario calcolare un numero di interazioni molto più grande di quello necessario e
il numero Nc per il calcolo dell’energia sarebbe stato molto grande.

Un altro trucco per migliorare significativamente la velocità della simulazione
consiste nel salvare l’energia del sistema ad ogni passo, chiamandola Utot. In questo
modo, nel caso in cui si faccia una mossa traslazionale o rotazionale, è sufficiente
aggiornare l’energia totale calcolando solamente le interazioni della particella scelta:
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U ′tot = Utot+unew(ri)−uold(ri). Dato che il nostro potenziale è a corto raggio, questa
operazione risulta poco dispendiosa, dovendo calcolare poche interazioni grazie alle
liste concatenate [67]. Nel caso, invece, di una mossa di volume si devono costruire
nuovamente le liste, sia per le particelle che per le patch, e calcolare l’energia totale
del sistema.

Figura 3.15. Rappresentazione di due particelle e le due liste utilizzate: in nero la lista
specifica per i corpi duri mentre in rosso quella per i siti attrattivi. In questo caso sarà
necessario controllare solamente l’intersezione fra i parallelepipedi in quanto i siti delle
due particelle non si trovano in celle vicine. Questo permette un notevole aumento della
velocità di esecuzione del programma. Figure ottenute tramite programma MOLGL.

3.6 Efficienza delle mosse di prova
Una scelta opportuna dei parametri del programma può aumentare, o diminuire,
l’efficienza del programma. In particolare, la scelta dei valori massimi di ∆i, ∆θ,
∆V e ∆Li nelle mosse di prova (vedi paragrafo 2.4) comporta un cambiamento della
probabilità di accettazione. Ad esempio, prendendo un valore grande di ∆ si avrà
un’alta probabilità che l’energia potenziale aumenti considerevolmente, come una
possibile intersezione tra particelle, e, quindi, un’accettazione bassa, non andando
ad esplorare lo spazio delle fasi. Al contrario, diminuendo ∆ la probabilità aumenta,
utilizzando molto tempo computazionale inutilmente. Il valore della probabilità di
accettazione ottimale dipende dal sistema studiato, dalle variabili termodinamiche
quali N , V , T e anche dal codice utilizzato [23, 67]. Nel nostro caso, si è optato
per stabilire una probabilità di accettazione attorno al 50%. Per fare ciò, è stata
sviluppata una routine, chiamata StepChange, in modo da modificare il valore dei
parametri ∆i, ∆θ, ∆V e ∆Li in funzione della probabilità di accettazione. Durante
la simulazione vengono contati il numero di passi accettati per ogni tipo di mossa
possibile e ogni 20000 passi Monte Carlo, ovvero 20000 per N prove, viene calcolata
la probabilità di accettazione. Se questa è maggiore del 60%, la variabile considerata
viene aumentata del 10%, al contrario se la probabilità è minore del 40% allora la
variabile verrà diminuita del 10%. Questa routine, seppur molto utile per aumentare
l’efficienza, non può essere utilizzata indiscriminatamente. Infatti, si può notare che
questa rende la matrice α asimmetrica (α(o → n) 6= α(n → o)), facendo sì che la
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definizione della matrice acc sia errata e, conseguentemente, rompendo la condizione
di bilancio dettagliato (2.28). Inoltre, il cambiamento della matrice π non rende
più soddisfatta l’equazione agli autovalori (2.26), perdendo anche la condizione di
bilancio. Una rottura delle condizioni di bilancio e bilancio dettagliato fanno sì che
l’utilizzo di questa routine non mantenga l’equilibrio del sistema una volta raggiunto,
ottenendo configurazioni degeneri, come, ad esempio, una scatola di simulazione
allungata lungo uno dei tre assi.

3.7 Configurazione iniziale
La configurazione iniziale del sistema dalla quale far partire la simulazione è molto
importante. Il primo metodo che può essere considerato è una disposizione casuale
delle particelle all’interno della scatola di simulazione, accettando la posizione scelta
in caso sia permesso. Ad esempio, nel caso di particelle a corpo duro, deve essere
verificata l’assenza di intersezioni con le altre particelle. Questo metodo, pur essendo
di facile attuazione in tanti casi, risulta sconveniente o addirittura controproducente
in altre situazioni. Innanzitutto, nel caso in cui volessimo avere un sistema ad alta
densità, ad esempio a frazioni di volume φ ≈ 0.7, il posizionamento di tutte le
particelle potrebbe essere dispendioso e necessitare di molti tentativi. Inoltre, alcune
fasi potrebbero non essere accessibili o di difficile equilibratura partendo da una
condizione iniziale casuale. Un metodo più efficiente consiste nel disporre le particelle
in un reticolo cristallino ed espanderlo fino a raggiungere la densità desiderata. Nel
nostro caso, è stato scelto un reticolo ortorombico semplice, mediante il quale
possiamo raggiungere un grado di pacchettamento (frazione volumica) dell’unità.

Figura 3.16. Rappresentazione della configurazione iniziale del sistema. Le particelle sono
disposte in un reticolo ortorombico. Immagine ottenuta tramite programma MOLGL.

Questo metodo, ovvero partire da una configurazione ordinata per ottenerne una con
meno ordine (spaziale e orientazionale), risulta vantaggioso in termini di equilibratura
del sistema, rendendo più rapido il raggiungimento della distribuzione di equilibrio.
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3.7.1 Caso 2 patch

Nel particolare caso di particelle dotate di due patch, per aumentare la velocità
di equilibratura dell’energia del sistema le particelle sono state disposte in modo
tale da avere i siti di interazione più a contatto possibile, creando piani con normali
antiparallele (figura 3.17).

Figura 3.17. Configurazione iniziale nel caso di particelle dotate di due patch. Le frecce
indicano la direzione delle particelle. Immagine ottenuta tramite programma MOLGL.

3.8 Gas reale e volume escluso

3.8.1 Derivazione dell’espansione del viriale

Ogni sistema di particelle classico si comporta intorno a ρ = 0 come un gas perfetto
[74]. Possiamo espandere l’equazione di stato in funzione di ρ ottenendo l’espansione
del viriale:

β P

ρ
= 1 +

∞∑
n=2

Bn(T )ρn−1 = 1 +B2(T )ρ+B3(T )ρ2 + · · · (3.15)

dove Bn(T ) sono detti coefficienti del viriale. In questo paragrafo verrà calcolata
la pressione di un sistema a basse densità, approssimando l’espansione al secondo
ordine in modo da ottenere la formula analitica del primo coefficiente del viriale
B2(T ). Consideriamo, quindi, un sistema di particelle interagenti con Hamiltoniana
[54]:

H =
∑
i

p2
i

2m + U(r1, · · · , rN ) (3.16)
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dove il primo termine descrive il sistema non interagente mentre il secondo introduce
l’interazione fra particelle. La funzione di partizione del sistema può essere scritta
come:

QN (V, T ) = 1
N ! h3N

∫
drN dpNe−βH(pN ,rN ) (3.17)

Possiamo definire l’integrale configurazionale ZN (V, T ):

ZN (V, T ) =
∫
drNe−βU(r1, ··· , rN ) (3.18)

Integrando la QN (V, T ) sugli impulsi otteniamo:

QN (V, T ) = 1
N ! Λ3N ZN (V, T ) (3.19)

dove Λ =
√

h2

2πmkbT è la lunghezza d’onda termica di De Broglie. Dato che per un
gas ideale si ha ZN (V, T ) = V N , dalla (3.19) otteniamo:

QidN (V, T ) = V N

N ! Λ3N (3.20)

Possiamo, quindi, riscrivere la funzione di partizione come:

QN (V, T ) = QidN (V, T )QexcN (V, T ) (3.21)

dove QexcN (V, T ) è la funzione di partizione in eccesso

QexcN (V, T ) = ZN (V, T )
V N

(3.22)

Dato che possiamo scrivere l’energia potenziale come una somma di interazioni di
coppia

∑
i<j U(qi, qj), definiamo la funzione di Mayer:

fij = e−βU(qi, qj) − 1 (3.23)
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L’integrale configurazionale, quindi, diventa:

ZN (V, T ) = 1
V N

∫
drN

∏
i<j

(1 + fij) (3.24)

Visto che si sta considerando un sistema a basse densità, si può, quindi, espandere il
prodotto fermandoci al secondo ordine [11]

∏
i<j

(1 + fij) ≈ 1 +
∑
i<j

fij (3.25)

e sostituendo in (3.18) otteniamo:

ZN (V, T ) = 1 +
∫
drN

∑
i<j

fij (3.26)

La somma comprende N(N − 1)/2 termini, approssimati a N2/2 per N grandi, e,
dato che le particelle sono identiche:

ZN (V, T ) = 1 + N2

2V

∫
f12 dr (3.27)

da cui si ottiene la funzione di partizione per un gas interagente

QN (V, T ) = QidN (V, T )
[
1 + N2

2V

∫
f12 dr

]
(3.28)

Si può calcolare l’energia libera di Helmholtz prendendo il logaritmo della funzione
di partizione:

F = F id + F exc = F id − 1
β

ln
[
1 + N2

2V

∫
f12 dr

]
≈ F id − 1

β

N2

2V

∫
f12 dr (3.29)

dove nell’ultimo passaggio è stato approssimato il logaritmo in quanto il secondo
termine, in un’approssimazione di bassa densità, è molto minore del primo termine
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il quale descrive le interazioni di coppia. Infine, si può calcolare la pressione
differenziando l’energia libera:

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T, N

= 1
β

N

V
− 1

2β
N2

V 2

∫
f12 dr (3.30)

Confrontando questa formula con l’espansione del viriale (3.15) si ottiene il primo
coefficiente del viriale:

B2(T ) = −1
2

∫
f12 dr (3.31)

Si può vedere che nel caso di potenziale a corpo duro B2(T ) è legato al volume escluso.
In particolare, prendendo la definizione (2.9) e confrontandola con la definizione
di B2(T ), si può notare che esso consiste nella metà del volume escluso. Inoltre,
sostituendo B2(T ) nella (3.30) e rigirando l’equazione, possiamo scrivere:

PV

1 +B2(T )NV
= N

β
(3.32)

da cui, espandendo, si ottiene

PV

(
1−B2(T )N

V

)
= N

β
(3.33)

3.8.2 Descrizione programma

È stato sviluppato un programma in C++ il quale, utilizzando il metodo Monte Carlo
Hit and Miss (vedi 2.1.1), permette di calcolare il volume escluso e, di conseguenza,
ottenere il primo coefficiente del viriale B2(T ) secondo l’equazione (3.31). Una prima
particella viene collocata al centro del box di simulazione mentre una seconda viene
generata ripetutamente con la posizione del centro di massa e orientazione casuali
in una scatola di volume V. Durante questa procedura, viene determinato se le due
particelle intersechino o meno utilizzando la procedura descritta nel paragrafo 3.4.
Nel caso in cui vi sia intersezione fra le particelle si ha f12 = −1, come nel caso di
sfere dure (vedi equazione (2.10)), e viene, quindi, calcolato il volume escluso come:

V olume escluso = −V
L

∑
i

f12 (3.34)
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dove L è il numero di volte che abbiamo generato la seconda particella e V il
volume totale della scatola. Infine, dividendo per 2 questo valore otteniamo il primo
coefficiente del viriale B2(T ). Questo permetterà di fare un fit dell’equazione di
stato di particelle senza siti attrattivi a bassa densità, ottenuta tramite simulazioni
MC NPT.

3.9 Patch con specificità di legame
Il programma sviluppato per svolgere le simulazioni negli ensemble NVT e NPT
è stato generalizzato per diversi tipi di patch. In particolare, è possibile simulare,
utilizzando i parametri appropriati, particelle dotate di sticky-ends con specificità di
legame (vedi paragrafo 1.2). Ad esempio, può essere riprodotto uno dei modelli di
DNA tiles utilizzato nell’articolo di Ke et al. per la formazione di nanotubi [32]. Il
risultato è mostrato nella figura 3.18.

Figura 3.18. Confronto fra il modello di Ke et al. (A) e le particelle riprodotte dal pro-
gramma (B). Immagine A modificata da [32], immagine B ottenuta tramite programma
MOLGL.
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Capitolo 4

Teoria

4.1 Cristalli liquidi e fasi
I cristalli liquidi (LC) sono una classe di fluidi anisotropi soggetti ad un ordinamento
parziale, fra una struttura cristallina e un liquido isotropo [18]. La loro scoperta
viene solitamente attribuita al botanico Friederich Reinitzer il quale, nel 1888,
osservò che alcuni derivati dal colesterolo presentavano due punti di fusione. Infatti,
questi composti diventavano prima dei liquidi torbidi e successivamente, scaldandoli
ulteriormente, limpidi. Reinitzer capì che i campioni in suo possesso avevano
delle caratteristiche diverse rispetto agli stati della materia allora conosciuti. Per
caratterizzarli meglio, Reinitzer mandò i composti al fisico Otto Lehmann, specialista
della microscopia in luce polarizzata, il quale, l’anno successivo, coniò il termine
"flüssiger kristall" (cristallo liquido) [18].

I componenti all’interno di un cristallo sono ordinati: i centri di massa sono
collocati in reticoli periodici, creando i picchi di Bragg nella diffrazione a raggi X.
Al contrario, in un liquido data la posizione di una particella non si è in grado di
esprimere la probabilità di trovarne un’altra a una distanza r se non mediante la
densità media ρ [14]. Nei liquidi, quindi, è possibile stabilire una lunghezza ξ oltre la
quale si perde la correlazione fra due particelle. Questo fa sì che nella diffrazione a
raggi X si abbia un picco diffuso con larghezza tipica ξ−1. I cristalli liquidi sono una
mesofase nella quale si ha un ordine simil liquido in almeno una direzione spaziale
e nella quale è presente un certo grado di anisotropia orientazionale. In base alle
differenti caratteristiche si possono distiguere diverse fasi.

Fase isotropa I

Nella fase isotropa il sistema si comporta come un liquido. Infatti, non si ha nessun
tipo di ordinamento né spaziale né orientazionale. Questa fase è quella che presenta
la simmetria più alta in quanto tutte le direzioni sono equivalenti [64]. Il sistema
presenterà, quindi, solamente una correlazione a corto raggio a causa delle interazioni
presenti, ad esempio date dal volume escluso.
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Figura 4.1. Rappresentazione della fase isotropa. Immagine ottenuta tramite programma
MOLGL.

Fase nematica N

La fase nematica è una delle mesofasi con meno ordine e più simmetria [18]. Le
particelle tendono ad essere orientate, in media, lungo un asse chiamato direttore
n̂. A meno di forze esterne, la direzione dell’asse nematico è arbitraria nello spazio.
Inoltre, in assenza di polarità, non è presente alcuna differenza fra n̂ e −n̂. I centri
di massa delle molecole non presentano un ordine a lungo raggio e, di conseguenza, il
pattern di diffrazione è simile a quello di un liquido, con una leggera anisotropia fra le
direzioni parallela e perpendicolare all’asse nematico

(
ξ‖ 6= ξ⊥

)
. La fase nematica è

caratteristica delle particelle prive di chiralità, ovvero che possono essere sovrapposte
alla propria immagine speculare.

Fase colesterica o nematica chirale N*

Nel caso in cui le particelle siano chirali, il sistema può presentare una fase colesterica.
Analogamente alla fase nematica, i centri di massa delle particelle non presentano
un ordine a lungo raggio mentre le orientazioni sono localmente ordinate lungo una
direttrice n̂. Tuttavia, la direzione di n̂ non è fissa nello spazio ma varia creando
un’elica di passo p. È possibile scomporre il sistema in piani perpendicolari all’asse
dell’elica sui quali le particelle possono essere considerate nella fase nematica, ovvero
con una direzione privilegiata. La fase nematica, quindi, può essere vista come una
fase colesterica la cui elica ha passo infinito.
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Figura 4.2. Rappresentazione della fase nematica. A: rappresentazione laterale, si può
notare che le particelle sono orientate, in media, lungo l’asse nematico n̂. B: visione
dall’alto, il sistema non presenta alcun ordinamento spaziale. Immagine ottenuta tramite
programma MOLGL.

Figura 4.3. Rappresentazione della fase colesterica. In questo caso si può vedere che l’asse
nematico n̂ cambia direzione seguendo un’elica di passo p. Immagine modificata da [20].
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Fase smettica Sm

La fase smettica è caratterizzata dalla formazione di piani sui quali le particelle si
dispongono. È presente, come nel caso della fase nematica, una direzione privilegiata
la quale può essere perpendicolare ai piani, come nel caso della Sm A, oppure formare
un angolo θ rispetto alla normale, come nel caso di Sm C. All’interno di un piano
non vi è alcun ordinamento spaziale, ovvero ogni strato si comporta come un liquido
bidimensionale [14].

Figura 4.4. Rappresentazione della fase smettica. A: rappresentazione laterale. Le
particelle, oltre a ordinarsi lungo l’asse n̂, formano dei piani distanziati d fra loro. B:
visione dall’alto. Come nel caso della fase N, non è presente ordinamento spaziale
all’interno dei piani. Immagine ottenuta tramite programma MOLGL.

Fase colonnare Col

La caratteristica fondamentale della fase colonnare è la rottura dell’invarianza tra-
slazionale lungo due direzioni. Infatti, il sistema si può vedere come un insieme di
colonne le quali formano un reticolo cristallino bidimensionale sul piano perpendico-
lare all’asse direttore. Lungo l’asse n̂ le particelle non presentano ordine traslazionale
a lungo raggio, permettendo alle colonne di comportarsi come un fluido.
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Figura 4.5. Rappresentazione della fase colonnare. A: rappresentazione laterale. Le
particelle si dispongono lungo l’asse nematico formando colonne le quali possono scorrere
fra loro. B: dall’alto si può notare la formazione di un reticolo cristallino bidimensionale.
In questo caso, si viene a formare un reticolo ortorombico di distanze reticolari d1 e d2.
Immagine ottenuta tramite programma MOLGL.

4.2 Parametro d’ordine nematico
Per distinguere la fase nematica da quella isotropa abbiamo bisogno di un parametro
che descriva l’ordinamento orientazionale ma non quello spaziale [64]. È possibile,
quindi, definire un parametro d’ordine, chiamato nematico, il quale descrive l’orien-
tazione media delle particelle. Per fare ciò, è necessario diagonalizzare il tensore del
secondo ordine

Qλλ = 1
2N

〈
N∑
i=1

(
3λ̂i · λ̂i − I

)〉
(4.1)

dove i indica una particella generica, λ̂ = x̂, ŷ, ẑ sono i versori di orientazione delle
particelle (analoghi a u0,u1,u2 definiti nel paragrafo 2.4.2) e I è il tensore unitario
di secondo ordine [13]. La diagonalizzabilità del tensore è dovuta al fatto che risulta
simmetrico per definizione. Inoltre, il tensore ha la caratteristica di essere a traccia
nulla. Successivamente, si calcolano i tre autovalori (S2,W , S2,T e S2,L) e i corrispettivi
autovettori (m̂, p̂ e n̂). Gli autovalori corrispondono ai parametri d’ordine associati
agli assi delle particelle. Nel caso in cui esista un’asse di allineamento, questo
è identificato dall’autovettore associato all’autovalore più grande. Il parametro
d’ordine nematico relativo all’asse principale, denominato anche Q2

00, vale zero
in assenza di ordinamento orientazionale, ad esempio nella fase isotropa, mentre
raggiunge l’unità in una fase uniassiale o biassiale [1].
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4.3 Parametro d’ordine biassiale
I tre tensori Qλλ dell’equazione (4.1) possono essere utilizzati per ottenere un
ulteriore parametro d’ordine che indica la presenza di biassialità nel sistema. Questo
parametro, che chiamiamo equivalentemente B2,L o Q2

22, quantifica l’allineamento
dei versori perpendicolari all’asse nematico. Prendendo, ad esempio, come autovalore
maggiore S2,L, il parametro d’ordine biassiale risulta:

B2,L = Q2
22 = 1

3 (m̂ ·Qxx · m̂+ p̂ ·Qyy · p̂− m̂ ·Qyy · m̂− p̂ ·Qxx · p̂) (4.2)

Il parametro Q2
22 risulta, quindi, zero nel caso in cui il sistema risulti isotropo o

uniassiale mentre 1 nel caso in cui vi sia una perfetta biassialità [13].

4.4 Parametro d’ordine smettico
Per distinguere la fase smettica possiamo definire un parametro d’ordine, chiamato
smettico, il quale consiste nella trasformata di Fourier della densità lungo l’asse
nematico, indicato arbitrariamente con l’asse z [50]. Nel caso della fase smettica si
ha:

ρ(z) = ρ

(
1 + ΛSm cos

(2πz
d

+ δ

))
(4.3)

dove ρ è la densità del sistema, ΛSm è il parametro d’ordine che quantifica quanto
risulta smettica la configurazione, d è la distanza fra i piani e δ la fase. Per ottenere,
quindi, il parametro d’ordine smettico è necessario fare un fit rispetto all’equazione
(4.3) utilizzando come parametri ΛSm, d e δ.

4.5 Parametro d’ordine colonnare
Nel caso della fase colonnare è necessario definire un parametro d’ordine in grado di
dare informazioni sulle posizioni relative delle particelle nel piano perpendicolare al
direttore nematico [12]:

ψn = 1
Nj

Nj∑
k

einθjk (4.4)

dove Nj è il numero di primi vicini della particella k, θjk è l’angolo formato dal
vettore ~rij che connette j e k e un asse di riferimento, mentre n = 4, 6 definisce se
la simmetria è quadrata o esagonale. Il parametro risulta, quindi, unitario se si è in
presenza di un ordine cristallino, nullo altrimenti.
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4.6 Funzione di distribuzione a coppie
Per studiare la correlazione spaziale in una fase cristallina è necessario definire
un’altra quantità: la funzione di distribuzione a coppie g(r). Questa è definita come:

g(r) = 1
ρN

〈
N∑
i=1

∑
j 6=i

δ(r − (ri − rj))
〉

(4.5)

dove ρ è la densità del sistema, N il numero di particelle, ri e rj le posizione delle
particelle i e j e δ(x) è la funzione delta di Dirac [16, 46]. La funzione di distribuzione
a coppie corrisponde al rapporto fra la densità a due particelle, ovvero la probabilità
di trovare una particella in r1 data la presenza di un’altra in r2, e la densità media
del sistema al quadrato:

g(r) = ρ(2)(r)
ρ2 (4.6)

dove

ρ(2)(r1, r2) = N(N − 1)
Z

∫
e−βU(r1,··· ,rN ) dr3 · · · drN (4.7)

A causa delle condizioni periodiche al bordo adottate e la convenzione dell’immagine
minima (vedi paragrafo 3.3), la distanza massima fra due particelle è L

2 , dove L è il
lato della scatola di simulazione [2]. Tuttavia, esistono diversi metodi per dedurre
la g(r) dal comportamento a corto raggio del sistema i quali non verranno discussi
in questa trattazione [2]. Dato che la grandezza della scatola è sufficientemente
grande, i grafici mostrati saranno limitati al quadrato di lato L

2
√

2 inscritto nella
circonferenza (vedi immagine 4.6).

Definendo l’asse nematico come l’asse z del sistema di riferimento, vengono calcolate
g(x, y, 0) e g(0, y, z) le quali sono, rispettivamente, le correlazioni su un piano
perpendicolare all’asse nematico e su un piano che lo contiene [46]. Per fare ciò è
stato sviluppato un programma utilizzando il linguaggio Python in grado di calcolare
gli istogrammi bidimensionali g(x, y, 0) e g(0, y, z) e restituire le relative mappe di
calore. Vengono mostrate le funzioni di correlazioni a coppie caratteristiche delle
fasi riscontrate durante lo studio del sistema descritto nel capitolo 3.
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Figura 4.6. Rappresentazione in 2D del limite imposto nel calcolo della g(r). Data la
scatola di lato L, la distanza massima d(r) fra due particelle risulta, a causa delle PBC,
L/2 (cerchio tratteggiato). Le immagini utilizzate in questa trattazione sono limitate al
quadrato tratteggiato di lato L/(2

√
2) inscritto nella circonferenza.
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Fase isotropa

La fase isotropa, per definizione, non presenta correlazioni spaziali. Come è possibile
notare nella figura 4.7, le particelle risultano scorrelate a lungo raggio sia sul piano
xy sia su yz. In questa fase, infatti, la definizione di asse nematico perde il suo
significato, non essendoci una direzione privilegiata del sistema. È possibile notare
una correlazione a corto raggio dovuta all’interazione di volume escluso. Il sistema,
quindi, si comporta a tutti gli effetti come un liquido.

Figura 4.7. Funzione di distribuzione a coppie nel caso isotropo. A: g(x, y, 0), B: g(0, y, z)

Fase nematica

Nella fase nematica il sistema si comporta, perpendicolarmente all’asse nematico n̂,
come un liquido (figura 4.8 A). Invece, parallelamente all’asse nematico le particelle
presentano una probabilità maggiore di trovarne un’altra lungo z (figura 4.8 B).

Figura 4.8. Funzione di distribuzione a coppie nel caso nematico. A: g(x, y, 0), B: g(0, y, z)
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Fase smettica

Nella fase smettica il sistema non presenta correlazioni sul piano perpendicolare
all’asse nematico, avendo un comportamento simil liquido su ogni strato. La densità
a coppie su yz, invece, mostra la correlazione caratteristica di questa fase. Infatti, si
può notare nella figura 4.9 B che le particelle si dispongono su piani, in questo caso
perpendicolari all’asse n̂.

Figura 4.9. Funzione di distribuzione a coppie nel caso smettico. A: g(x, y, 0), B: g(0, y, z)

Fase colonnare

La fase colonnare forma, come si può notare facilmente nella figura 4.10 A, un
reticolo cristallino perpendicolarmente all’asse nematico. In questo caso il reticolo
ha forma rettangolare, tuttavia la forma dipende dalle caratteristiche fisiche del
sistema e delle particelle in esame. Infatti, nel caso di cilindri duri, ad esempio, è
possibile ottenere sia un reticolo rettangolare sia esagonale, dipendentemente dalla
concentrazione del sistema. In figura 4.10 B, inoltre, è possibile notare come il
sistema formi delle colonne, scorrelate fra loro, parallelamente a n̂.
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Figura 4.10. Funzione di distribuzione a coppie nel caso smettico. A: g(x, y, 0), B:
g(0, y, z)

4.7 Teoria delle transizioni di fase

4.7.1 Transizione isotropo-nematica

La teoria di Onsager sui cristalli liquidi nematici [47] afferma che l’energia libera di
Helmholtz f di un sistema di N particelle in un volume V , ovvero con densità ρ, è
la somma dell’entropia orientazionale delle particelle e il contributo dato dal volume
escluso, il quale può essere sviluppato come serie del viriale al secondo ordine [66].
Estendendo la serie oltre il secondo termine si ottiene [12]:

f = βF

N
= ln

(
Λ3ρ

)
− 1 + σ [f(Ω)] +

∞∑
n=2

1
n− 1Bnρ

n−1 (4.8)

Questa equazione consta di tre termini: ln
(
Λ3ρ

)
− 1 corrisponde al contributo di

un gas ideale, il secondo σ [f(Ω)] è l’entropia orientazionale (negativa) mentre il
terzo tiene conto delle interazioni di volume escluso e può essere espresso tramite
l’espansione del viriale. La funzione f(Ω) è la distribuzione angolare delle particelle
e può essere messo in relazione con il parametro d’ordine nematico:

S =
∫
f(Ω)P2(cos θ)dΩ (4.9)

dove θ è l’angolo fra l’asse nematico e la direzione della particella, dΩ = sin θ dθdφ
e P2(cos θ) = (3 cos2 θ − 1)/2 è il polinomio di Legendre di ordine 2 in cos θ.
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Particelle uniassiali

La funzione di prova f(Ω) scelta da Onsager per particelle uniassiali è:

f(Ω) = α cosh(α cos θ)
4π sinh α

(4.10)

dove α è un parametro libero che descrive l’ordinamento nematico. Questo parametro,
che vale 0 nel caso isotropo e infinito nel caso di perfetto allineamento, è correlato al
parametro d’ordine nematico come:

S = 1 + 3
α2 −

3
α tanh α

(4.11)

La funzione di prova può essere usata per calcolare il secondo termine:

σ [f(Ω)] =
∫
f(Ω) ln[4πf(Ω)]dΩ = ln

(
α

tanh α

)
+ tan−1(sinh α)

sinh α
− 1 (4.12)

I coefficienti del viriale Bn possono essere calcolati come:

Bn = 1− n
n! V

∫
· · ·
∫
f(Ω1) · · · f(Ωn)Vn dΩ1 · · · dΩndr1 · · · drn (4.13)

dove ri e Ωi sono la posizione e l’orientazione della particella i e Vn è dato da

Vn =
∑
Sn

n∏
i<j

fij (4.14)

con fij funzione di Mayer definita nel paragrafo 3.8. I coefficienti del viriale ad α
fissato possono essere calcolati con il metodo Monte Carlo, come nel caso di B2 (vedi
paragrafo 3.8). Minimizzando l’equazione (4.8) rispetto ad α con ρ fissato si ottiene
l’energia libera in funzione di ρ dalla quale otteniamo la pressione P e il potenziale
chimico µ:

βP = ρ+
∞∑
n=2

Bnρ
n (4.15)
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βµ = ln
(
Λ3ρ

)
+ σ [f(Ω)] +

∞∑
n=2

n

n− 1Bnρ
n−1 (4.16)

La coesistenza fra la fase I e N si ottiene eguagliando la pressione e il potenziale
chimico nelle due fasi:

P (ρI) = P (ρN ) (4.17)
µ(ρI) = µ(ρN )

Mostriamo brevemente i risultati di Onsager [47]. Definiamo la concentrazione del
sistema c = N/V e

σ(f) = 〈ln(4πf)〉a (4.18)

ρ(f) = 4
π
〈sinφ〉a (4.19)

dove a è la direzione dell’asse delle particelle [66]. Nella fase isotropa si ha

f(Ω) = f0 = 1
4π (4.20)

ottenendo σ(f0) = 0 e ρ(f0) = 1. La pressione e il potenziale chimico nella fase
isotropa risulta, quindi, data da

βP = cI + bc2
I (4.21)

βµ = βµ0 + log cI + 2bcI (4.22)

Nel caso della fase nematica, invece, si ottengono i seguenti risultati:

βP = cN + bc2
Nρ (4.23)

βµ = βµ0 + log cN + σ + 2bcN (4.24)
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Eguagliando le espressioni delle fasi isotropa e nematica, utilizzando l’equazione
(4.17), si ottiene

cI + bc2
I = cN + bc2

Nρ (4.25)
log cI + 2bcI = log cN + σ + 2bcNρ (4.26)

Risolvendo numericamente il sistema di equazioni si ottengono le soluzioni per la
coesistenza delle due fasi:

α = 18.584 bcI = 3.3399
ρ = 0.49740 bcN = 4.4858 (4.27)
σ = 1.9223 ρbcN = 2.2313

Particelle biassiali

Nel caso di un sistema di particelle biassiali l’orientazione viene descritta dai tre
angoli di Eulero θ, φ e γ [12]. La funzione di prova di Onsager, quindi, diventa:

f(Ω) = cosh(α cos θ) cosh(β sin θ cos γ)
C

(4.28)

dove β è un ulteriore parametro libero che descrive l’ordinamento del sistema e C è
il parametro di normalizzazione definito da

∫
f(Ω)dΩ = 1. I procedimenti successivi

sono analoghi al caso uniassiale, con l’aggiunta di una minimizzazione rispetto a β
dell’equazione (4.8).

4.7.2 Transizione nematico-smettica e nematico-colonnare

Le fasi ordinate spazialmente, come Sm e Col, possono essere spiegate in base ad
effetti di impacchettamento dovuti alle repulsioni a corto raggio, ovvero dovuti al
volume escluso delle particelle. Possiamo utilizzare l’analisi della biforcazione [44]
per calcolare la densità alla quale la fase N risulta instabile rispetto a Sm o Col.
Possiamo calcolare σ come:

σ =
∫
ρ(r) ln[ρ(r)]dr (4.29)
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dove r è la posizione della particella. I coefficienti del viriale possono essere calcolati
come:

Bn = 1− n
n! V

∫
· · ·
∫
ρ(r1) · · · ρ(rn)Vn dr1 · · · drn (4.30)

Possiamo definire la densità ρ(r) come

ρ(r) = ρ(1 + ε ξ(r)) (4.31)

dove ρ è la densità media del sistema e ε è una costante piccola. La funzione
ξ(r) per la fase smettica vale

ξ(r) = cos(kz + δ) (4.32)

dove k = 2π/d e d la distanza fra i piani e δ è una fase. Nel caso della fase colonnare
si ha

ξ(r) = cos(kxx+ δx) + cos(kyy + δy)
2 (4.33)

dove kx = 2π/dx e ky = 2π/dy, dx e dy sono le distanze fra le colonne nel reticolo
ortorombico bidimensionale. Inserendo ρ(r) nell’equazione (4.29) e sostituendo nella
(4.8) si ottiene un’espansione in ε dell’energia libera:

f = f0 + εf1 + ε2f2 (4.34)

Il termine f0 corrisponde all’energia libera del caso nematico mentre f1 risulta nullo.
Il termine f2 è dato da:

f2 = ρ

2

∫
ξ(r)2dr +

∞∑
n=2

1
n
B

′
n (4.35)

dove B′
n è correlato ai coefficienti del viriale

Bn = 1− n
n! V

∫
· · ·
∫
ζ Vn dr1 · · · drn (4.36)
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e

ζ = 1
n(n− 1)

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

ξ(ri)ξ(rj) (4.37)

La densità per la quale f2 = 0 corrisponde al punto nel quale la fase che possiede ordi-
namento spaziale, ovvero Sm o Col, diventa stabile rispetto alla fase N, spazialmente
disordinata.

Nella figura 4.11 A viene riportato il diagramma di fase teorico per un sistema
di parallelepipedi duri di lunghezza L = 9 al variare degli altri due assi W e T [12].
Questo sistema verrà descritto più dettagliatamente nel paragrafo 4.8. Nella figura
4.11 B, invece, viene mostrata la differenza nella transizione I-N nel caso in cui le
particelle vengano trattate come uniassiali oppure biassiali.

Figura 4.11. A: diagramma di fase teorico per un sistema di parallelepipedi duri di
lunghezza L = 9. I quadrati rossi e i triangoli verdi descrivono la transizione I-N, i
triangoli girati blu e arancioni descrivono le transizioni N-Sm e N-Col mentre i quadrati
vuoti blu e i triangoli vuoti rosa descrivono la transizione da nematico uniassiale a
biassiale. B: Comparazione fra i risultati teorici nella transizione I-N nel caso in cui
la teoria consideri le particelle biassiali (punti pieni) oppure biassiali (punti vuoti).
Immagine modificata da [12].

4.7.3 Sistemi dotati di legami reversibili

I modelli considerati in questa discussione possono presentare dei siti attrattivi (vedi
capitolo 3). Esistono diverse teorie che tengono conto degli effetti dovuti ai legami fra
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particelle. Dalla teoria di Wertheim si può ottenere un’espressione dell’energia libera
per un fluido in grado di formare legami [72]. Questa teoria può ammettere fenomeni
di branching, tuttavia questa trattazione sarà limitata a colloidi bifunzionali, ovvero
particelle che possono solamente creare catene polmeriche. Consideriamo, quindi, un
sistema di N particelle dure dotate diM siti attrattivi direzionali [30]. In particolare,
il sistema il esame rispetta tre condizioni di incompatibilità sterica:

1. nessun sito di interazione può partecipare a più legami;

2. nessun sito può essere legato a più di un sito di un’altra particella;

3. nessuna coppia di particelle può avere doppi legami.

La terza di queste condizioni, rappresentate in figura 4.12, può essere rilassata.

Figura 4.12. Rappresentazioni delle condizioni steriche utilizzate nella trattazione.
Immagini modificate da [30]

Il contributo dei legami all’energia libera può essere scritto come:

βFbond
N

=
∑
A∈Γ

(
lnXA −

XA

2

)
+ 1

2M (4.38)

dove XA è la frazione di particelle non legate al sito A. Questa quantità può essere
calcolata a partire da un’equazione di azione di massa [30]:

X = 1
1 +

∑
B∈Γ

ρ XB ∆AB
(4.39)

dove ρ è la densità del sistema e ∆AB è definita da

∆AB =
∫
g(r12) 〈f12〉ω1, ω2

dr12 (4.40)
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In questa equazione, g(r12) è la funzione di distribuzione a coppie mentre 〈f12〉ω1, ω2
rappresenta la media della funzione di Mayer su tutte le orientazioni delle particelle
1 e 2 alla distanza fissata r12. Consideriamo il caso particolare di un sistema di sfere
dure dotate di due patch lungo il diametro [57]. L’energia libera di Helmholtz può
essere scritta come la somma dell’energia libera di un sistema di sfere dure FHS e il
contributo dovuto ai legami Fbond:

βFtot
N

= βFHS
N

+ βFbond
N

(4.41)

Per una particella dotata di due siti uguali si ha:

βFbond
N

= 2 ln X −X + 1 (4.42)

dove X è la frazione di siti che non partecipano ad alcun legame. L’equazione di
azione di massa in questo caso è:

X = 1
1 + 2 ρ X ∆ (4.43)

dove ∆ e definito come

∆ = 4π
∫
gHS(r12) 〈f12〉ω1, ω2

r2
12 dr12 (4.44)

L’energia libera di legame può essere scritta in funzione della grandezza dei cluster
di particelle:

βFbond
V

=
∞∑
l=1

ρl [ ln ρl − 1 + (l − 1) lnKb]− ρ[ln ρ− 1] (4.45)

dove l è la lunghezza della catena di particelle, Kb = 2 ∆ e ρl è la densità di catene
di lunghezza l

ρl = ρX2 (1−X)(l−1) (4.46)
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La teoria di Wertheim può essere considerata come una teoria di campo medio di
associazione di catene dove l’energia libera di sfere dure rappresenta il limite di alta
temperatura. Infatti, ad alte temperature saranno presenti solamente monomeri,
ottenendo ρl = ρδl1 e βF/V = ρ[ln ρ− 1].

Questa teoria potrebbe essere utilizzata per studiare più approfonditamente i
risultati delle simulazioni nei modelli dotati di siti attrattivi. In particolare, nel
caso in cui il sistema non faccia branching ma si formino soltanto dimeri o catene
polimeriche, sarebbe necessario tenere in considerazione la possibile formazione di
doppi legami fra le particelle, allentando la terza condizione sterica. Un’analisi di
questo tipo, quindi, può essere utilizzata per confermare quantitativamente i dati
derivanti dalle nostre simulazioni.

4.7.4 Distribuzione della grandezza dei cluster

Consideriamo il caso in cui le particelle non facciano strutture ramificate e assumiamo
che possano fare solamente doppi legami fra loro, in modo da semplificare i calcoli.
In tal caso, i sistemi possono essere visti come particelle dotate di una e due patch
rispettivamente. Quest’approssimazione fa sì che l’energia di un legame sia il doppio,
ovvero U0 = 2u0. In questo paragrafo verrà discussa la teoria di Wertheim in termini
di cluster di particelle in modo da studiare la distribuzione della lunghezza delle
catene, la lunghezza media e l’energia associata [57].

Particella dotata di una patch

Prendiamo il caso più semplice, ovvero un sistema di particelle con solamente un
sito attrattivo. In questo caso, è possibile la formazione di dimeri. Chiamando X la
frazione di siti non legati, possiamo calcolare la densità numerica di monomeri come
ρ1 = ρX. La densità dei dimeri, invece, sarà data dalla frazione delle particelle che
formano un legame, ovvero 1 − X, diviso due in quanto il numero di dimeri è la
metà delle particelle coinvolte: ρ2 = ρ(1−X)

2 . Possiamo definire la lunghezza media
L delle catene [57]:

L =

∞∑
l=1

lρl∑
l
ρl

(4.47)

Nel nostro caso possiamo avere soltanto dimeri, la somma in (4.47), quindi, si ferma
a l = 2:

L = ρ1 + 2ρ2
ρ1 + ρ2

= 2
1 +X

(4.48)

Possiamo notare che nel caso in cui si abbiano soltanto monomeri, ovvero X = 1,
allora L = 1 mentre nel caso in cui si abbiano solo dimeri (X = 0) allora L = 2.



4.7 Teoria delle transizioni di fase 70

L’energia potenziale del sistema per particella è data dal numero di legami presenti
per l’energia di legame −U0 [57]:

E

N
= −U0

∞∑
l=1

(l − 1)ρl
∞∑
l=1

lρl

(4.49)

In questo caso, quindi, si ottiene:

E

N
= −U0

ρ2
ρ1 + 2ρ2

= −U0
1−X

2 (4.50)

Anche in questo caso il risultato è coerente con il sistema: se il sistema è composto
solo da monomeri (X = 1) allora E/N = 0 mentre se è formato solo da dimeri si
ottiene E/N = −U0/2.

Per un sistema di particelle dure con un sito di interazione la densità numerica di
monomeri è data da [30]:

X = −1 +
√

1 + 4φ∆/v0
2φ∆/v0

(4.51)

dove φ è la frazione volumica del sistema, v0 è il volume di una particella e ∆ è
definito dall’equazione (4.44) e dipende dalla fase in esame. La dipendenza di ∆ da
φ e da T è esplicitata in questo modo:

∆(φ, T ) = ∆0e
U0β+kφη(φ) (4.52)

dove k dipende dalla fase studiata e η(φ) è il fattore di Parsons-Lee

η(φ) = 1
4

4− 3φ
(1− φ)2 (4.53)

È possibile verificare la coerenza dei dati derivanti dalle simulazioni con la teoria
facendo un fit dell’energia per particella, ovvero l’equazione (4.50), utilizzando ∆0 e
k come parametri del fit.
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Particella dotata di due patch

Nel caso in cui le particelle possano creare catene polimeriche infinite è necessario
calcolare la distribuzione delle lunghezze delle catene. La densità numerica di
monomeri sarà data da quella frazione di particelle che hanno entrambi i siti liberi,
ovvero ρ1 = ρX2. Analogamente, una catena di lunghezza l ha una densità

ρl = ρX2 (1−X)l−1 (4.54)

dove il termine X2 viene dal fatto che la prima e l’ultima particella hanno un sito
libero mentre il secondo termine dai l − 1 legami presenti ne polimero. Utilizzando
l’equazione (4.47) si ha:

L =

∞∑
l=1

lρl∑
l
ρl

= 1
X

(4.55)

dove
∞∑
l=1

lρl = ρ mentre sviluppando la serie geometrica si ottiene il denominatore
∞∑
l=1

ρl = ρX. L’energia del sistema per particella, utilizzando l’equazione (4.49),

risulta:

E

N
= −U0

∞∑
l=1

(l − 1)ρl
∞∑
l=1

lρl

= −U0(1−X) = −U0(1− 1
L

) (4.56)

Anche in questo caso è possibile confrontare i dati sperimentali con la teoria mediante
un fit. In particolare, nella fase isotropa è possibile ottenere l’espressione della
lunghezza media delle catene L dalla minimizzazione dell’energia libera [17]:

L = 1
2

(
1 +

√
1 + 4φ ekIφη(φ)+β∆Fb

)
(4.57)

dove kI è calcolato medianti integrali MC ed è legato al volume escluso della catena
nella fase isotropa, ∆Fb è un parametro che tiene conto del contrributo energetico ed
entropico di ogni legame. Nella fase nematica l’equazione (4.57) viene sostituita da

L = 1
2

(
1 +

√
1 + αφ ekIφη(φ)+β∆Fb

)
(4.58)
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valida per l’approssimazione di catene lunghe, mentre nel caso di catene corte si ha

L = 1
2

(
1 +

√
1 + 4αφ ekIφη(φ)+β∆Fb

)
(4.59)

dove α è il parametro, introdotto nel paragrafo 4.7.1, che è legato al parametro d’or-
dine nematico (S(α) ≈ 1− 3/α). Facendo un fit dei dati dell’energia per particella
utilizzando l’equazione (4.56) e la corretta espressione di L è possibile verificare se
sono in accordo con la teoria.
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4.8 Simulazioni su modelli simili
In questo paragrafo verranno descritti alcuni lavori su modelli simili a quello utilizzato
in questa trattazione, in modo da avere un confronto con i risultati ottenuti (descritti
nel capitolo 5)

Sferocilindri

Uno sferocilindro è un oggetto geometrico formato dall’unione di un cilindro di
lunghezza L e diametro D unito a due semisfere alle estremità (figura 4.13 A).
Questo modello risulta accurato per sistemi con particelle colloidali a forma di
bastone (rod-like) con interazioni repulsive a corto raggio. Vengono riportati i
risultati di Bolhuis et al. [9] i quali ottennero il diagramma di fase di un sistema
di sferocilindri duri al variare del parametro di elongazione L/D. Sulle ordinate
viene mostrato il valore della densità ridotta, ovvero la densità del sistema divisa
per quella di un sistema di sferocilindri con impacchettamento perfetto:

ρcp = 2(√
2 +
√

3(L/D)
) (4.60)

Figura 4.13. A: rappresentazione di uno sferocilindro. B: diagramma di fase per sferocilindri
duri con L/D compreso fra 0 e 100. Immagini modificate da [41] e [9] rispettivamente.

Per valori di elongazione molto bassi, ovvero vicini al caso di sfere dure L/D = 0,
si ha una fase particolare, chiamata plastica solida P, nella quale le particelle sono
ordinate spazialmente mantenendo, tuttavia, un grado di disordine orientazionale.
Nell’intervallo L/D = 0.35− 3.1 sono osservate solo due fasi: isotropa e cristallina.
Per valori più alti di elongazione diventano stabili anche le fasi Sm e N. La transizione
N-Sm risulta del primo ordine, diminuendo il salto di densità aumentando L/D. Per
valori ancora più elevati di L/D si assiste allo spostamento della transizione I-N
verso densità più basse mentre la posizione della transizione N-Sm risulta stabile.
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Modello Zwanzig

Un metodo differente per lo studio del diagramma di fase di un sistema consiste
nell’usare il modello di Zwanzig [78]. In questo caso, partendo dalla teoria di Onsager
si limitano le possibili orientazioni delle particelle a un insieme di direzioni u1 · · ·uν .
Questo modello può essere utilizzato per avere uno studio qualitativo di un sistema.
Consideriamo, ad esempio, l’articolo di Belli et al. del 2011 sulla stabilizzazione
della fase nematica biassiale Nb [6]. La fase Nb consiste in una fase che non possiede
nessun ordinamento spaziale ma uno orientazionale lungo tre direzioni

(
n̂, m̂, l̂

)
.

Questa fase risulta di difficile stabilizzazione e possiede delle enormi potenzialità
applicative. In questo articolo gli autori hanno mostrato gli effetti della polidispersità
sulla stabilità di questa fase. In particolare, hanno utilizzato un sistema formato da
una mistura di parallelepipedi (figura 4.14 A) di volumi differenti. Consideriamo il
caso più semplice trattato, ovvero un sistema formato da due tipi di componenti con
frazioni molari x1 e x2 = −x1. In particolare, si sono soffermati sulla polidispersità
di volume, utilizzando dei parallelepipedi con dimensioni

L1 = L(1 + s) W1 = W (1 + s) T1 = T (1 + s) (4.61)
L2 = L(1 + s) W2 = W (1 + s) T2 = T (1 + s) (4.62)

dove il parametro s ∈ [0, 1] descrive il grado di bidispersità. Nella figura 4.14 B
viene mostrato il diagramma di fase di questo sistema per diversi valori di s.

Figura 4.14. A: rappresentazione di un parallelepipedo. B: diagramma di fase in funzione
della frazione molare x1 e indice di bidispersività s. (a) s = 0.15, (b) s = 0.18, (c)
s = 0.20, (d) s = 0.30. Immagini modificate da [6].

Come si può vedere, nel caso di sistemi puri (x1 = 0 o x1 = 1) il sistema presenta le
fasi isotropa, nematica e smettica. In tutti questi sistemi è stata riscontrata una
zona nella quale la fase Nb risulta stabile, più evidente a valori di s più alti.
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Spheroplatelet

Lo spheroplatelet (SP) è una generalizzazione dello sferocilindro [49]. Questo consiste
in un parallelepipedo di dimensioni (l− d)× (w− d)× d chiuso agli angoli da quarti
di sfere di diametro d e ai lati da mezzi cilindri di diametro d e lunghezze (l − d) e
(w − d) (vedi figura 4.15 A). Vengono definite le lunghezze adimensionali l∗ = l/d
e w∗ = w/d. Una configurazione con w∗ = 1 corrisponde a uno sferocilindro con
parametro di elongazione l∗ − 1. Nella figura 4.15 B viene raffigurato il diagramma
di fase in funzione delle lunghezze adimensionali l∗ e w∗.

Figura 4.15. A: rappresentazione di uno spheroplatelet. B: diagramma di fase in funzione
dei due parametri l∗ e w∗. Immagini modificate da [49].

Parallelepipedi

Il modello utilizzato da Cuetos et al. nel 2017 è quello più simile al nostro. Infatti,
vengono svolte delle simulazioni su un insieme di parallelepipedi duri di varie
grandezze (vedi figura 4.16). In particolare, viene fissato il lato T all’unità mentre
vengono studiati due tipi di particelle di lunghezza L∗1 = L1/T = 9 e L∗2 = L2/T = 12.
Vengono studiate particelle con spessore W = W/T rispettivamente negli intervalli
1 6W ∗1 6 9 e 1 6W ∗2 6 12.

Figura 4.16. Rappresentazione del modello utilizzato. Variando il valore di W il sistema
passa da essere prolato (simil bastone) a oblato (piatto). Immagine modificata da [12].
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Nella figura 4.17 vengono rappresentati i diagrammi di fase dei due tipi di
particelle in funzione di W ∗.

Figura 4.17. Diagrammi di fase di parallelepipedi duri in funzione del parametro W ∗ per
valori di L∗ = 9 (A) e L∗ = 12 (B). Immagini modificate da [12].

Il nostro modello è rappresentato con il parametro W ∗ = 2 mentre la lunghezza L è
minore, ovvero L∗ = 8. I diagrammi in figura 4.17 per W ∗ = 2 mostrano le fasi I, N,
Sm, Col− (solamente nel caso L∗ = 9), Col+ e la fase solida S.

Stabilità della fase colonnare

L’ultimo modello considerato è presente nell’articolo di Dussi et al. [21] nel quale
vengono utilizzati parallelepipedi con lunghezze L∗ da 5 a 12 e W ∗ = 1, ovvero a
base quadrata. In questo articolo vengono studiati gli effetti di taglia finita sulla
stabilità della fase Col+. In particolare, da questo studio è risultato che questa fase
non è stabile all’aumentare delle particelle del sistema, e quindi della grandezza della
scatola di simulazione, divenendo, infatti, più stabili le fasi Sm e cristalline (figura
4.18). È stato mostrato come un sistema contenente un numero di strati n = 4
mostrasse una fase Col mentre aumentando gli piani a n = 8 questa scomparisse.
Dato che nei modelli utilizzati le particelle vengono disposte nella configurazione
iniziale in un reticolo con 4 strati lungo la direzione z (vedi paragrafo 3.7), la fase
colonnare ottenuta potrebbe essere dovuta ad effetti di taglia finita. Per fare ciò
sono state, quindi, effettuate alcune simulazioni per il modello senza patch con un
numero di particelle N = 4096 in modo tale da formare 8 strati.
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Figura 4.18. Rappresentazione della instabilità della fase Col in un sistema di parallelepi-
pedi duri a base quadrata all’aumentare del numero di particelle del sistema. Immagine
modificata da [21].
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Capitolo 5

Risultati

In questo capitolo verranno descritti i risultati delle simulazioni compiute utilizzando
i metodi e i programmi descritti nei capitoli precedenti. Nel paragrafo 5.1 verrà
verificato il comportamento di gas reale a basse densità, come descritto nel paragrafo
3.8. Successivamente, nei paragrafi 5.2, 5.3 e 5.4, verranno descritti i risultati
dei modelli analizzati, le relative equazioni di stato (EOS) e le fasi caratteristiche
riscontrate.

5.1 Gas reale
In questo paragrafo vengono mostrati i risultati riguardanti il modello senza siti di
interazione a pressioni molto basse in modo da mostrare come nel limite di basse
densità il sistema si comporta come un gase reale (si veda la discussione nel paragrafo
3.8). In particolare, è stata ricostruita l’equazione di stato di un gas reale tramite
l’espansione del viriale, ovvero l’equazione (3.15), fermata al secondo ordine.

5.1.1 Volume escluso

Il primo parametro che è stato calcolato è il volume escluso tramite una simulazione
Hit and Miss MC. Il programma, descritto nel paragrafo 3.8.2, permette di calcolare
il volume escluso di un parallelepipedo con lati a = (2, 4, 16). Nella figura 5.1 viene
rappresentato il valore del secondo coefficiente del viriale B2 rispetto al passo MC.
Il valore di B2 si assesta attorno a 1321.36 (valore mediato sugli ultimi 50 punti).
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Figura 5.1. Andamento del valore di B2 in funzione del passo MC Hit and Miss.

5.1.2 Fit espansione del viriale

Sono state effettuate delle simulazioni MC NPT del sistema in assenza di patch a
pressioni molto basse, in un regime nel quale si comporta come un gas reale. In
particolare, è stato fatto un fit polinomiale al secondo ordine dell’espansione del
viriale:

P ∗ = φ+ B2
v0
φ2 (5.1)

dove P ∗ = βPv0 è la pressione ridotta del sistema, v0 è il volume di una particella
(2 × 4 × 16 = 128 r. u.) e φ = Nv0

V è il grado di impacchettamento del sistema.
Nella figura 5.2 è rappresentata l’EOS, il comportamento di un gas ideale (in rosso),
l’espansione al secondo ordine del viriale utilizzando il valore di B2 ottenuto dalle
simulazioni Hit and Miss (in verde) e il fit polinomiale con parametro B2 ottenuto
tramite programma in Python. Come si può notare, il sistema segue perfettamente
l’andamento del gas reale e il parametro B2 ottenuto dal fit (1350.585) è consistente
con quello calcolato dalle simulazioni MC. Come si può notare dal grafico 5.3,
aumentando la pressione il sistema non presenta più il comportamento di gas reale.
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Figura 5.2. Equazione di stato di un sistema di parallelepipedi duri a basse pressioni. Il
comportamento del sistema segue l’espansione al secondo ordine del viriale.

Figura 5.3. Aumentando ulteriormente la pressione, il sistema smette di avere un
comportamento gassoso.
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5.2 Modello senza patch
È stata ottenuta l’equazione di stato del primo modello utilizzato, ovvero un insieme
di parallelepipedi duri. Il sistema è composto da N = 2048. Il risultato è mostrato
in figura 5.4, dove si notano tre fasi stabili: isotropa I, smettica Sm e colonnare Col.
In questo diagramma di fase risulta assente, quindi, la fase nematica. Le particelle,
infatti, risultano troppo poco anisotrope, rendendo stabile una fase spazialmente
ordinata, ovvero la smettica, con l’aumento dell’ordinamento orientazionale. Il
nostro sistema, quindi, è coerente con i risultati dell’articolo di Peroukidis sulle
spheroplatelets, descritte nel paragrafo 4.8. Infatti, il nostro modello è comparabile
ad una spheroplatelet con w∗ = 2 e l∗ = 8 e la figura 4.15 mostra la transizione
permessa, ovvero I-Sm. L’articolo di Cuetos descritto nel paragrafo 4.8, invece,
sembra non essere coerente con i nostri dati. Consideriamo il caso più simile al
nostro, ovvero un sistema di parallelepipedi con W ∗ = 2 e rapporto di aspetto
lunghezza/lato minore L∗ = L/T = 9. In questa configurazione, ottengono le fasi
isotropa, nematica, smettica e colonnare (con lo sviluppo delle colonne sia lungo
l’asse minore Col− sia lungo l’asse principale Col+). L’assenza della fase N nei
nostri risultati può essere spiegata dal differente rapporto d’aspetto L∗ delle nostre
particelle, il quale è minore rispetto a quello utilizzato nell’articolo. Inoltre, nel
nostro caso risulta assente la fase Col−.

Figura 5.4. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri.

Nelle figure 5.5 e 5.6 sono rappresentati i parametri d’ordine nematico Q2
00 e biassiale

Q2
22. Si può notare che la fase smettica appare all’aumentare del parametro d’ordine

Q2
00, ovvero con il formarsi di un’asse nematico n̂. La fase Col, invece, viene ottenuta

al raggiungimento della biassialità del sistema. In seguito vengono descritte le fasi
ottenute utilizzando la funzione di distribuzione a coppie e delle istantanee del
sistema.
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Figura 5.5. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.

Figura 5.6. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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Fase isotropa

Viene preso un sistema di riferimento dove l’asse z coincide con l’asse nematico n̂
mentre x e y vengono definiti per avere una terna ortogonale.
La funzione di distribuzione a coppie risulta uniforme sia sul piano xy sia su yz,
come si può vedere in figura 5.7.

Figura 5.7. Funzione di distribuzione a coppie della fase isotropa con P ∗ = 1.02. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C: rappresentazione del sistema tramite programma MOLGL.

Fase smettica

Sul piano perpendicolare all’asse nematico il sistema risulta uniforme mentre dalla
distribuzione g(0, y, z) si può notare la formazione di strati paralleli al piano xy.

Figura 5.8. Funzione di distribuzione a coppie della fase smettica con P ∗ = 5.63. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.
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Fase colonnare

Sul piano perpendicolare all’asse n̂, cioè al direttore nematico, il sistema forma un
reticolo ortorombico. La distribuzione g(0, y, z) mostra la formazione di colonne.

Figura 5.9. Funzione di distribuzione a coppie della fase colonnare con P ∗ = 10.24. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.

5.2.1 Stabilità della fase colonnare

Alla luce di quanto descritto nel paragrafo 4.8, la fase colonnare ottenuta in questo
studio può essere un artefatto dovuto ad effetti di taglia finita. Infatti, il sistema
utilizzato per le simulazioni è composto da 2048 particelle le quali si dispongono su
n = 4 piani lungo l’asse z, un numero abastanza basso da far insorgere tali effetti. Per
verificare ciò sono state mandate delle simulazioni di sistemi con N = 4096 particelle
disposte su n = 8 piani nel range di pressioni ridotte P ∗ che presentavano una fase
Col, ovvero P ∗ = 9 − 12. Come previsto, la fase stabile non è quella colonnare
bensì la fase cristallina K. Inoltre, il sistema si dispone, a parità di pressione ridotta
P ∗, a frazioni volumiche minori. Nella figura 5.10 è rappresentata l’equazione di
stato del sistema dove in viola viene riportata la fase cristallina mentre in rosso la
fase metastabile colonnare. Nella figura 5.11, invece, viene mostrata la funzione di
distribuzione a coppie sui piani xy, xz e yz e le rispettive istantanee del sistema alla
pressione ridotta P ∗ = 12. In questo caso, si può notare perfettamente il reticolo
cristallino ortorombico.
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Figura 5.10. Equazione di stato del sistema formato da parallelepipedi duri. In viola sono
riportati i dati relativi alla fase stabile cristallina K ottenuti tramite simulazioni di 4096
particelle.

Figura 5.11. Funzione di distribuzione a coppie della fase cristallina con P ∗ = 12. A:
g(x, y, 0). B: g(x, 0, z). C: g(0, y, z). D, E, F: rappresentazione frontale e laterali del
sistema tramite programma MOLGL.
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5.3 Modello dotato di due patch
Sono state effettuate le simulazioni MC NPT per il modello dotato di due patch, come
descritto nel paragrafo 3.2.2. È stato studiato il sistema a tre diverse temperature:
0.1, 0.12 e 0.2. La temperatura quantifica l’attrazione fra le particelle, come descritto
dal potenziale a buca quadrata (3.2). Le fasi stabili riscontrate in questo modello
consistono nella isotropa, nematica e colonnare. La fase smettica del caso senza
patch viene, quindi, sostituita dalla fase nematica. Questo è dovuto al fatto che
le particelle, unendosi fra loro, creano catene le quali aumentano enormemente il
rapporto d’aspetto, rendendo stabile la fase N. Inoltre, il sistema risulta polidisperso,
ovvero composto da catene di lunghezze differenti fra loro. Questo rende la fase
smettica entropicamente impossibile da stabilizzare. A differenza del caso senza
patch, nei casi in cui si hanno dei siti di interazione la fase colonnare ci si aspetta che
non sia dovuta ad effetti di taglia finita. Infatti, la polidispersività e la flessibilità
dei polimeri rendono questa fase più stabile rispetto a quella smettica.
Vengono descritte brevemente le fasi riscontrate nel caso di particelle dotate di due
patch.

Fase isotropa

La funzione di distribuzione a coppia mostra una probabilità uniforme in tutte le
direzioni, come si può vedere in figura 5.12.

Figura 5.12. Funzione di distribuzione a coppie della fase isotropa con P ∗ = 0.51. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C: rappresentazione del sistema tramite programma MOLGL.
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Fase nematica

La funzione di distribuzione a coppie corrisponde a quella di un liquido in quanto in
questa fase non è presente nessun ordinamento spaziale. Tuttavia, l’allineamento
delle particelle lungo l’asse nematico crea la fase liquido cristallina.

Figura 5.13. Funzione di distribuzione a coppie della fase smettica con P ∗ = 4.1. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.

Fase colonnare

Il sistema presenta una struttura cristallina rettangolare sul piano xy mentre forma
colonne lungo l’asse nematico.

Figura 5.14. Funzione di distribuzione a coppie della fase colonnare con P ∗ = 9.98. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.
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5.3.1 T 0.1

Nella figura 5.15 è riportata l’equazione di stato del sistema a T = 0.1.

Figura 5.15. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.1.

Nelle figure 5.16 e 5.17 sono rappresentati i parametri d’ordine nematico Q2
00 e bias-

siale Q2
22. Anche in questo caso la fase smettica appare all’aumentare del parametro

d’ordine Q2
00 mentre la fase Col si ottiene al raggiungimento della biassialità del

sistema.
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Figura 5.16. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.

Figura 5.17. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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5.3.2 T 0.12

Nella figura 5.18 è riportata l’equazione di stato del sistema a T = 0.12. Nelle figure
5.19 e 5.20 sono rappresentati i parametri d’ordine nematico Q2

00 e biassiale Q2
22.

Figura 5.18. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.12.

Figura 5.19. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.
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Figura 5.20. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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5.3.3 T 0.2

L’equazione di stato del sistema nel caso di particelle dotate di due patch e con
temperatura T = 0.2 è riportata nell’immagine 5.21. Il comportamento del sistema
è coerente con le temperature precedenti. Nella figura 5.24 viene riportata l’energia
del sistema in funzione di φ. È possibile notare che a densità basse il sistema è quasi
completamente diviso in monomeri. Viene riportato, inoltre, il calore specifico del
sistema a pressione costante, definito come [51]:

cp =
〈
E2〉− 〈E〉2NPT

kBT 2 (5.2)

Come si può notare dal grafico 5.25, il sistema va incontro alla transizione del primo
ordine I-N, identificata dal picco del calore specifico. Anche la transizione N-Col è
del primo ordine, in tal caso si dovrebbe avere un ulteriore picco attorno a φ = 0.5.
Tuttavia, probabilmente questa risulta debolmente del primo ordine, creando un
picco più basso nel calore specifico.

Figura 5.21. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.2.
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Figura 5.22. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.

Figura 5.23. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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Figura 5.24. Energia del sistema in funzione del grado di impacchettamento φ.

Figura 5.25. Calore specifico a pressione costante del sistema in funzione del grado di
impacchettamento φ.
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5.4 Modello dotato di quattro patch
L’ultimo modello considerato, formato da parallelepipedi duri dotati di quattro patch,
è stato studiato alle temperature T = 0.1, 0.12 e 0.2 utilizzando il MC NPT. In questo
caso, la configurazione delle particelle permette la formazione di vere e proprie catene.
Si può notare l’assenza di branching, ovvero la formazione di strutture ramificate,
a favore di catene polimeriche. La formazione di strutture ramificate è, in linea di
principio, concessa dalla geometria delle particelle, tuttavia la configurazione iniziale
scelta, ovvero un reticolo cristallino (vedi paragrafo 3.7), lo rende meno probabile.
Da ciò deriva che, molto probabilmente, le fasi ottenute in questa analisi sono
metastabili in quanto fortemente dipendenti dalla configurazione iniziale. Infatti,
queste fasi risultano molto diverse da quelle ottenute negli esperimenti di laboratorio,
come viene descritto nel paragrafo 5.5.
Vengono descritte brevemente le fasi ottenute nel caso di particelle dotate di quattro
patch.

Fase isotropa

La funzione di distribuzione a coppie risulta uniforme in tutte le direzioni. L’asse
nematico, quindi, è stato scelto in maniera arbitraria.

Figura 5.26. Funzione di distribuzione a coppie della fase isotropa con P ∗ = 0.11. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C: rappresentazione del sistema tramite programma MOLGL.
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Fase nematica

Le particelle presentano un’anisotropia orientazionale, allineandosi lungo l’asse
nematico. Sul piano perpendicolare all’asse nematico il sistema risulta uniforme
mentre dalla distribuzione g(0, y, z) si nota l’allineamento del sistema.

Figura 5.27. Funzione di distribuzione a coppie della fase smettica con P ∗ = 1.28. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.

Fase colonnare

Sul piano perpendicolare all’asse n̂ il sistema forma un reticolo rettangolare. La
distribuzione g(0, y, z) mostra la formazione di colonne.

Figura 5.28. Funzione di distribuzione a coppie della fase colonnare con P ∗ = 11.9. A:
g(x, y, 0). B: g(0, y, z). C, D: rappresentazione frontale e laterale del sistema tramite
programma MOLGL.
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5.4.1 T 0.1

Il grafico 5.29 riporta l’equazione di stato del sistema nel caso di particelle dotate di
quattro patch e con temperatura T = 0.1.

Figura 5.29. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.1.

Figura 5.30. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.



5.4 Modello dotato di quattro patch 98

Figura 5.31. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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5.4.2 T 0.12

Vengono riportati i risultati delle simulazioni MC NPT nel caso di particelle dotate
di quattro patch alla temperatura T = 0.12.

Figura 5.32. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.12.

Figura 5.33. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.
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Figura 5.34. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.
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5.4.3 T 0.2

L’equazione di stato del sistema nel caso di particelle dotate di quattro patch e con
temperatura T = 0.2 è riportata nell’immagine 5.35. I dati sono coerenti con le
temperature precedenti.

Figura 5.35. EOS del sistema formato da 2048 parallelepipedi duri dotati di due patch a
temperatura T = 0.2.

Figura 5.36. Parametro d’ordine nematico in funzione del grado di impacchettamento φ.
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Figura 5.37. Parametro d’ordine biassiale in funzione del grado di impacchettamento φ.

Figura 5.38. Energia del sistema in funzione del grado di impacchettamento φ.
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5.5 Confronto con i dati sperimentali
In questo paragrafo vengono mostrati i risultati degli esperimenti condotti presso
i laboratori di Jülich dal gruppo del dott. Emmanuel Stiakakis e confrontati con
quelli ottenuti dalle simulazioni.

I dati sperimentalmente osservati in laboratorio mostrano tre fasi principali:

• isotropa I. Le particelle sono disposte in maniera casuale sia spazialmente che
orientazionalmente.

• smettica "monolayer" Smm-A. Le particelle si dispongono su piani equidistanti
(figura 5.39 A), questa fase coincide con quella descritta nel paragrafo 4.1.

• smettica "bilayer" Smb-A. Nel caso di particelle dotate di due siti attrattivi
gli esperimenti hanno riscontrato una fase smettica dove i piani sono formati
da dimeri (figura 5.39 B). In questo caso, quindi, andando a vedere la g(r)
otterremmo una fase smettica dove le particelle non risultano equidistanti
lungo l’asse nematico.

Figura 5.39. A: rappresentazione della fase smettica "monolayer". Le particelle si dispon-
gono a formare piani con distanza d. B: i piani formati non sono equidistanti, bensì si
formano dei dimeri, con distanza d1 fra le particelle che lo compongono, che formano
piani distanti d2 fra loro.

I dati sperimentali vengono mostrati in valori di concentrazione che può essere
ottenuta come la densità in numero moltiplicata per la massa della particella in Kg.
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Dato che le particelle utilizzate sono composte da 96 pb, ovvero due duplex ognuno
da 48 pb, e il peso medio di una coppia di basi è 660 uma, si ottiene:

c = φ

2 · 4 · 16 96 · 660 mg
ml

(5.3)

dove sono state considerate le conversioni adatte.

Nella figura 5.40 sono riassunti i risultati ottenuti sperimentalmente per le particelle
senza patch (FC-2Helix), con due patch (SC-2Helix) e con quattro patch (SE-2Helix).

Figura 5.40. Risultati di laboratorio per i tre tipi di particelle utilizzate. Sono presenti le
fasi isotropa, smettica monolayer e smettica bilayer. Le croci indicano i dati sperimentali
ottenuti.

Nella figura 5.41 vengono mostrati i risultati delle simulazioni MC NPT ottenute
per i tre modelli alla temperatura T = 0.12. È stata scelta questa temperatura per
il confronto dei dati in quanto rispecchia più correttamente la probabilità di legame
delle particelle sperimentali.
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Figura 5.41. Risultati delle simulazioni per i tre tipi di particelle utilizzate a T = 0.12.
Sono presenti le fasi isotropa, smettica, colonnare e nematica.

Particelle senza patch

Le simulazioni relative alle particelle senza patch sono quelli più simili ai dati
sperimentali. La transizione I/Sm-A è presente ad una concentrazione concorde ai
dati di laboratorio

(
c ∼ 300mgml

)
.

I dati sperimentali non presentano una fase colonnare in quanto risulta complicato
ottenere delle concentrazioni così elevate. Inoltre, dall’analisi descritta nel paragrafo
5.2.1 è emerso che la fase colonnare è spuria, dovuta ad effetti di taglia finita del
sistema.
I dati ottenuti dalle simulazioni, quindi, sono coerenti con gli esperimenti, tuttavia
manca un accordo perfetto. Questo può essere dovuto al fatto che nel nostro modello
abbiamo assunto l’assenza di effetti elettrostatici, ovvero uno schermaggio totale delle
cariche all’interno delle particelle. Come è noto, tuttavia, i duplex di DNA presentano
delle cariche efficaci dovute ai gruppi fosfato presenti nello scheletro. Per tenere
conto anche di questa interazione repulsiva è possibile, in prima approssimazione,
aumentare il volume delle particelle in modo da modificarne il volume escluso.

Particelle dotate di due e quattro patch

Nei casi di particelle dotate di due e quattro patch i dati ottenuti presso il laboratorio
di Jülich e le simulazioni effettuate sono molto differenti. Innanzitutto, la prima
fase stabile che si viene a formare negli esperimenti è quella smettica mentre le
simulazioni indicano una fase nematica. Inoltre, i nostri dati mostrano una fase
colonnare, assente negli esperimenti. Queste due osservazioni fanno capire come
negli esperimenti sia ben presente il branching, in contrapposizione con la formazione
di polimeri del nostro modello. Un comportamento così diverso fra i due sistemi
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può essere spiegato considerando la configurazione iniziale scelta (vedi paragrafo
3.7). Infatti, il sistema, per aumentare la velocità di equilibratura, viene espanso
da una fase cristallina. Le particelle, quindi, hanno un’alta probabilità di legarsi
fra loro formando doppi legami e favorendo la formazione di polimeri. Per ottenere
un risultato simile a quello sperimentale si potrebbe partire da una fase isotropa,
lasciando comprimere il sistema. Questo metodo, tuttavia, potrebbe portare a una
lenta equilibratura. Una seconda opzione sarebbe l’utilizzo di una configurazione
iniziale simile al reticolo cristallino utilizzato ma dove ogni piano viene traslato
rispetto a quello precedente. In questo modo si aumenta la probabilità che si creino
strutture ramificate.

5.6 Analisi della distribuzione della grandezza dei clu-
ster

I risultati mostrano come i sistemi studiati non presentano branching, andando
a formare dimeri, nel caso di particelle con due patch, o polimeri, nel caso con
quattro siti. Questo porta alla possibilità di studiare la distribuzione della grandezza
delle catene, la loro lunghezza media e l’energia per particella, come descritto nel
paragrafo 4.7.4. In particolare, sono stati eseguiti dei fit per entrambi i modelli
considerati.

Particella dotata di due patch

È stato eseguito un fit utilizzando l’andamento teorico valido per particelle dotate
di una patch. I nostri dati saranno coerenti con questa teoria nel caso in cui siano
presenti per la maggior parte doppi legami. Nella figura 5.42 sono riportati i risultati
del fit dell’energia per particella dei dati relativi alla fase nematica del modello
dotato di due patch e la lunghezza media dei cluster del sistema con temperatura
T = 0.12. In particolare, sono stati utilizzati come parametri liberi k e ∆0.

Figura 5.42. Risultati del fit per il modello dotato di due patch attrattive con temperatura
T = 0.12. Sulla sinistra sono riportati i valori di energia per particella e il risultato del
fit (linea blu tratteggiata). A destra è riportata la lunghezza media dei cluster ottenuta
tramite l’equazione (4.47).
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Il fit ha dato come ha dato come risultati k = 13.58 e ∆0 = 4.048 10−5. I dati
derivanti dalle simulazioni risultano coerenti con la teoria utilizzata, confermando
che le particelle possono essere considerate a tutti gli effetti monofunzionali. In
questo caso, quindi, è confermata l’origine della fase nematica che emerge a seguito
della formazione di catene nel sistema.

Particella dotata di quattro patch

Nel caso in cui le particelle facciano prevalentemente doppi legami le particelle
seguono l’andamento teorico delle particelle bifunzionali. Nel caso di particelle
dotate di quattro patch è stato svolto un fit dell’energia per particella del sistema
a temperatura T = 0.1 per la fase nematica utilizzando l’equazione (4.56). La
lunghezza media delle catene è stata ottenuta utilizzando sia l’approssimazione di
catene lunghe (equazione (4.58)) si di catene corte (equazione (4.59)), ottenendo
risultati pressoché uguali. È stato fissato il valore di α = 30 che corrisponde ad un
valore del parametro d’ordine nematico S = 0.98. I parametri liberi del fit sono kN
e e∆Fb . Nella figura 5.43 sono riportati i risultati ottenuti dall’analisi.

Figura 5.43. A sinistra: risultati del fit dell’energia per particella per il modello dotato
di quattro patch. In blu viene riportata la funzione con i parametri ottenuti dal fit. A
destra: lunghezza media delle catene ottenuta tramite l’equazione 4.58.

I parametri ottenuti sono kI = 1.24 e e∆Fb = 1.29. Il sistema, come nel caso con
due patch, è coerente con la teoria di Wertheim per particelle bifunzionali. Anche in
questo caso la fase nematica si rivela essere più stabile della fase smettica la quale,
quindi, risulta assente.
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Conclusioni

In questo capitolo verranno esposti brevemente i risultati ottenuti nella tesi.

È stato sviluppato un programma in C++ al fine di studiare il comportamento di
tre sistemi formati da nanomattoncini di DNA: nel primo i componenti interagiscono
fra loro solamente mediante volume escluso, nel secondo e nel terzo, invece, sono
presenti anche interazioni idrofobiche fra i gruppi aromatici che compongono le
particelle. Questi sono stati modellizzati utilizzando un insieme di parallelepipedi
duri con l’aggiunta, dove necessario, di patch attrattive.

È possibile, quindi, sintetizzare i risultati ottenuti:

• Al fine di verificare la correttezza del codice utilizzato, è stata calcolata
l’equazione di stato a basse densità per il modello privo di siti attrattivi. I
risultati sono stati confrontati con l’espansione del viriale fermata al secondo
ordine. Per fare ciò, è stato calcolato il secondo coefficiente del viriale tramite
una simulazione Monte Carlo Hit and Miss. Il fit dell’equazione di stato risulta
coerente con il comportamento gassoso atteso.

• Nel caso di particelle senza patch sono state ottenute le fasi isotropa, smettica
e colonnare, coerentemente con gli studi svolti precedentemente su particelle
di forma simile. In particolare, è possibile notare come il rapporto d’aspetto
di queste particelle risulti troppo basso per far sì che si sviluppi una fase
nematica.

• Nel caso di particelle dotate di due siti attrattivi su una faccia, sono state
riscontrate le fasi isotropa, nematica e colonnare. A causa della presenza di
interazioni idrofobiche le particelle tendono a unirsi fra loro a formare dimeri.
Questo fa sì che il rapporto d’aspetto raddoppi, portando all’emergere della fase
nematica. L’assenza della fase smettica, invece, è spiegata dalla polidispersività
del sistema la quale rende impossibile il conseguirsi di questa fase. Il sistema
presenta un comportamento simile per tutte e tre le temperature analizzate.
Tuttavia, alle temperature più basse si è notato come le particelle una volta
unite non si dividono, anche nella fase isotropa, a causa del potenziale a buca
quadrata utilizzato.

• Il sistema formato da particelle dotate di quattro patch presenta le stesse fasi
del caso con due, ovvero la fase isotropa, nematica e colonnare. Tuttavia, in
questo caso le particelle hanno la possibilità di creare lunghe catene polimeriche,
rendendo il sistema più difficile da equilibrare in maniera opportuna.
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Il modello utilizzato è risultato soddisfacente nella descrizione del comportamento
di nanomattoncini di DNA in assenza di patch. In particolare, sia le fasi che le
concentrazioni ottenute dalle simulazioni sono coerenti con i dati sperimentali di
laboratorio. I casi, invece, di particelle dotate di due e quattro patch risultano molto
differenti dagli esperimenti ottenuti a Jülich. Nelle simulazioni, infatti, le particelle
risultano avere un comportamento monofunzionale o bifunzionale, formando dimeri
e catene polimeriche. Questa osservazione porta alla conclusione che le particelle
degli esperimenti in laboratorio sono soggette al branching, formando delle strutture
ramificate al posto di polimeri. In particolare, nel caso di parallelepipedi con due
patch ogni particella dovrebbe legarsi ad altre due particelle per dare origine a una
fase smettica bilayer e per non formare dimeri. Nel caso di particelle con quattro
patch, per ottenere una fase smettica monolayer questo deve avvenire su entrambe
le facce dove sono presenti siti attrattivi: ogni particella, quindi, dovrebbe legarsi
con altre quattro. Il modello scelto e la configurazione iniziale nel caso di particelle
dotate di patch possono essere modificate al fine di ottenere dei risultati più coerenti
con gli esperimenti. Il modello utilizzato è risultato robusto, ottenendo le stesse fasi
al variare della temperatura del sistema.
Il programma sviluppato può essere opportunamente modificato per studiare casi
differenti, come ad esempio la presenza di ulteriori patch attrattive dovute alla
presenza di più di due duplex di DNA. In particolare, in laboratorio sono già state
studiate particelle formate da tre duplex di DNA, per le quali dovrebbe essere più
significativo il ruolo giocato dalla loro forma biassiale relativamente alle proprietà
fisiche del sistema. Il programma utilizzato in questa analisi può essere, inoltre,
migliorato per aumentarne la velocità di esecuzione e di equilibratura. In particolare,
l’utilizzo combinato di liste di Verlet e liste concatenate può ridurre ulteriormente la
complessità computazionale.
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Appendice A

Dettagli del codice in C++

In questa appendice vengono brevemente illustrati alcuni aspetti del codice sviluppato
in C++ al fine di svolgere le simulazioni Monte Carlo.

Struttura delle classi
Sono state utilizzate tre classi diverse contenute in un file header:

• System: in questa classe sono racchiuse tutte le informazioni principali del
sistema, quali il numero di particelle N , la temperatura T , la pressione P e i
lati Li della scatola di simulazione. Inoltre, in essa sono definite le proprietà
delle particelle, come le dimensioni degli assi, e delle patch, numero di patch
presenti, la dimensione e l’energia di legame. In questa classe è presente il
tipo di simulazione voluta, NVT o NPT, e, nel caso di simulazione a pressione
costante, il tipo di espansione utilizzata (isotropa o anisotropa, vedi paragrafo
2.4.3). Infine, sono racchiuse le due liste utilizzate, una per le particelle e una
per le patch, e le variabili per le mosse di prova, come ad esempio la lunghezza
massima di traslazione.

• Patch: in questa classe sono presenti le coordinate di una patch e le coordinate
della cella di appartenenza, ovvero cptot[4] = [cpx, cpy, cpz, cp].

• Particle: in questa classe sono memorizzate le coordinate e le matrici di
orientazione delle particelle. Inoltre, come per le patch, sono presenti le
coordinate della cella di appartenenza della particella. Infine, viene definito un
vettore di oggetti di tipo Patch in modo tale da legare un sito alla particella
su cui è posta.

Liste concatenate
Sono state utilizzate due tipi di liste concatenate. Queste vengono create tramite
due routine (CreatePartList e CreatePatchList) che vengono richiamate all’inizializ-
zazione del sistema e, in caso di simulazione NPT, e durante una mossa di volume.
Nel caso di mosse traslazionali o rotazionali vengono richiamate due routine (Upda-
tePartList e UpdatePatchList) che utilizzano il metodo descritto nella figura 3.14.
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L’eventuale intersezione di un parallelepipedo con le altre viene verificata tramite
la funzione Overlap la quale, controllando il contenuto della cella e di quelle vicine,
restituisce −1 nel caso in cui ci sia overlap, 1 altrimenti. Questa funzione richiama
una routine, sviluppata da De Michele, che utilizza il teorema dell’asse separatore,
come descritto nel paragrafo 3.4. Per il calcolo dell’energia di una particella viene
utilizzata la funzione PatchOverlap la quale, utilizzando la lista concatenata relativa
alle patch, controlla l’eventuale formazione di legami, ovvero la sovrapposizione delle
patch con quelle delle particelle circostanti.

Salvataggio e caricamento della configurazione
È stata implementata una funzione, chiamata Autosave, per salvare periodicamente la
configurazione del sistema, ovvero tutte le informazioni necessarie per la simulazione,
sul file di testo "autosave.txt". In questo modo, utilizzando un’altra routine chiamata
Load, è possibile riprendere la simulazione in caso vi sia necessità. Ad esempio,
nel caso in cui il sistema non abbia raggiunto pienamente la configurazione di
equilibrio, è possibile aumentare il numero di passi Monte Carlo totali e ripartire
dalla configurazione salvata senza perdere le informazioni ottenute precedentemente.
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